Lista z ZMP

Elementy teorii liczb

Definicja 1 (Funkcja Eulera) Dia kazdego n € N jesli n > 0, to
on)=[{xe{l,...,n}: nwd(xz,n) =1}
Twierdzenie 1 (Twierdzenie Eulera) Niech a € Z i n € N\ {0}, jezeli nwd(a,n) =1, to
a?™ =1 mod n.
Twierdzenie 2 (Male twierdzenie Fermata) Jezeli 1 < a < p ip jest liczbg pierwszq, to
a®'=1 mod p.

Twierdzenie 3 (Chinskie twierdzenie o resztach) Jezeli {ni,...,n,} jest zbiorem dodatnich liczb
naturalnych parami wzglednie pierwszych, {as, ..., an}C7Z, to istnieje x € Z takie, Ze

Vie{l,...,m} a; =x mod n,.
Ponadto, jesli x,y sq¢ dwoma rozwiazaniami powyzszego uktadu kongruencjii, to
y=x modng ... Ny

Zadanie 1 Nie korzystajgc z twierdzenia o multiplikatywnosce funkcji Eulera o, prosze udowodnic Ze,
jesli p,q sq dwiema réznymi liczbami pierwszymi, to ¢(pq) = ¢(p)p(q).

Zadanie 2 Niech bedg dane dwie niezerowe liczby catkowite m,n € Z \ {0}. Prosze udowodnié
nwd(m,n) =min{z -m+y-n e N\ {0}: z,yeZ}.

Wywnioskowaé stqd, ze dla dowolnych m,n € Z\ {0} réwnanie m-m+y-n = nwd(m,n) ma niepuste
rozwigzanie w liczbach catkowitych.

Zadanie 3 Stosujgc rozszerzony algorytm Euklidesa, prosze znaleZé rozwigzanie nastepujgceqo row-
nania diofantycznego (w liczbach calkowitych)

128 -2 +89 -y = 15.
Zadanie 4 Prosze znaleZé wszystkie rozwigzania, nastepujgcego rownania diofantycznego
2012 - 2 + 1999 - y = 1000.
Zadanie 5 Prosze rozwigzaé nastepujgce rownanie diofantyczne
2-2+3-y+5-2=T1.

Zadanie 6 Niech n € N\ {0} bedzie dodatnig liczbg naturalng oraz f € Z[x] wielomianem jednej
zmienne] o wspotczynnikach catkowitych. Prosze udowodnic

(Va,beZ) (a=b modn— f(a) = f(b) mod n).
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Zadanie 7 Niech bedzie dana liczba n = ag+ap - 10+ ay - 102 + . . . a,,10™, gdzie aj, € Zig Nk € Lyt
bedzie liczbg naturalng zapisana w ukladzie dziesietnym. Prosze udowodnié, ze n jest podzielna przez
9 wtedy i tylko wtedy gdy suma cyfr ag + ... + a,, = 0 mod 9. Jaka jest cecha podzielnosci liczby
naturalnej przez liczbe 37

Zadanie 8 Prosze udowodnié, ze kazda liczba zapisana w uktadzie 10-tnym jest podzielna przez 11
wtedy i tylko wtedy gdy ag—a; +as —az+ ...+ (—=1)"a,, =0 mod 11. Dla jakich n € N, liczba 10™ + 1

jest podzielna przez 117

Zadanie 9 Prosze wyznaczyé przedostatniq cyfre liczby 32012 + 112°M | zapisanej w ukladzie dziesiet-
nym.

Zadanie 10 Prosze wyznaczyé. wszystkie rozwigzania uktadu rownan diofantycznych:

x 12 mod 5
r= 33 mod?7
r= 76 mod?9
r= 22 mod 13

Zadanie 11 * Niech m,n bedg dwiema dotanimi liczbami wzglednie pierwszymi. Definiujemy relacje
nastepujgco:

Vee{l,...,mn}V(i,5) € {1,... m}x{1,...,n} (z,(4,j) € f+— =i mod mAz=j modn.
Stosujac (w niektorych podpunktach ponizej) chinskie twierdzenie o resztach udowodnij, Ze

1. f jest funkcjq,
2. f:AL,...om-n} = {1,...,m} x {1,...,n} jest bijekcjq,
3. dla x € dom(f) i f(x) = (g, jz), nwd(z,m-n) =1 +— nwd(iy,m) =1 A nwd(j,,n) =1,

4. plm-n) = p(m) - p(n).
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