Studium Talent. Lista nr 1.

Zadanie 1 Pokazad, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych.

Wsk.

1 Wystarczy pokazaé, ze dla kazdej liczby n € N istnieje wieksza od niej
liczba pierwsza.

2. n! + 1 nie jest podzielna przez zZadng liczbe (>1) mniejszq od n + 1
(Dlaczego?) i posiada rozktad na czynniki pierwsze.

Zadanie 2 Pokazac, ze jesli p jest liczbg pierwszq, to nie istnieje liczba
wymierna x taka, ze x° = p.

Czyli \/p nie jest liczbg wymierng.
Zadanie 3 Pokazaé, ze \/6 nie jest liczbg wymiernag.

Zadanie 4 Pokazac, ze jesli liczba naturalna m jest iloczynem dwaoch roznych
liczb pierwszych, to \/m nie jest liczbg wymierng (tzn. nie istnieje liczba
wymierna x taka, Ze x* = m).

Zadanie 5 Pokazaé, ze nie istnieje liczba wymierna x taka, ze 23 = 2.
Czyli /2 nie jest liczbg wymiernag.

Zadanie 6 Pokazac, zZe jesli p jest liczbg pierwszq, to nie istnieje liczba
wymierna x taka, ze x3 = p.

Czyli ¢/p nie jest liczbg wymierng.

Zadanie 7 Korzystajgc z faktu, zZe dla danej liczby rzeczywistej istnieje za-
wsze wieksza od niej liczba naturalna udowodnié, zZe w kazdym przedziale
(0,a), gdzie a > 0 istnieje liczba postaci %, gdzie n jest liczbg naturalng.

Zadanie 8 Pokazaé, ze miedzy dwiema (réznymi) liczbami wymiernymi ist-
nieje zawsze liczba niewymierna.
V2

Wsk. Poprzednie zadanie i zauwazenie, ze np. *= jest l. niewymierna.

Zadanie 9 Pokazaé, ze miedzy dwiema (réznymi) liczbami niewymiernymi
istnieje zawsze liczba wymierna.

Zadanie 10 Rozwazmy nastepujgce zdania:

p: “Jas zaliczyl analize matematyczng™

q: “Jas zaliczyt fizyke’;

r: “Jas zaliczyl informatyke”;

Wiadomo, ze zdanie:

“Jesli Jas zaliczyl analize matematyczng @ nie zaliczyt fizyki, to nie zaliczyt
informatyki”

jest fatszywe.

Jakie przedmioty na pewno zaliczyt Jas ¢



Zadanie 11 Udowodnij ponizsze prawa logiki:

1L.[pA(gvr)<e(pAgVpAT)];

2. pVgAr))elpva AVl ;

S lp=aNg=>r)]=@=r);

4. [(=p)=pl=p;

5.(p=q) < [(—g) = (-p)] ;

6. pAp=q9)=q

7 ( & lp=q9A(g=Dp);

8 (peq) e (peg);

9. ( & (-pVa);

10. [(p = q) N ~q] = —p;

Zadanie 12 Ktore z ponizszych sq prawami logiki?
a)p= (pVq); b)[(p=aq) A(g=p)]=(pVaq);
c)lpVv (=g = pAq); d) (p=q & [¢=Dp.

Zadanie 13 Zapisac ponizsze zdania przy pomocy symboli matematycznych
(m.in. kwantyfikatorow):

1. Kazda liczba rzeczywista jest wieksza od 5;

2. Rownanie \/x = —7 ma rozwigzanie w zbiorze liczb rzeczywistych;

3. Zbior liczb naturalnych jest ograniczony z gory;

4. Zbior A C R posiada najwiekszy element;

5. Liczba M ogranicza z gory zbior B C R 1 nie jest to najmniejsze ogranicze-
nie z gory zbioru B;

6. Kazda liczba naturalna jest parzysta;

7. Rownanie 2 + x — 71 = 0 nie posiada rozwigzan w zbiorze liczb rzeczy-
wistych.

Zadanie 14 Kto’re z ponizszych zdan sq prawdziwe? Uzasadnij odpowiedz.
a) V 2 —x >3

zER

b) A 22 —|—4x+3>0;
TER

C) /\ va_yQIO;
reRyER

d) VA @y =0;
yeER zER

e) V N\ xy=0;
yeERzER

)V ANV 2+1=x
xERnENmEN

Zadanie 15 Udowodnij (zwréé uwage na uzywane prawa logiki):
a) AN(BUC)=(ANB)U(ANC);

b) AU(BNC)=(AUB)N(AUC);

c) AUB=ANB& A=B.



Zadanie 16 Przy pomocy indukcji matematycznej udowodnij:
a) 12 +2° + .. +n*= n(n+1)6(2n:1);
D)1+q+¢+.. +q¢" ' =L q#1;
¢) (L )t (L4 5)% e (L ) = 0508
n 1 n_. ‘
d) k=1 k(k+1) — nrl’
e) 14+ z)">1+nx forx>-1andn € N;
/) 22:1% <
g) EZ:l Vk > \/ﬁ;
h) 3 dzieli 4" — 1;
i) 5 dzieli n® — n;

j) Zbior n-elementowy ma doktadnie 2" rdéznych podzbioréw.

Zadanie 17 Znaleié wszystkie liczby naturalne n, dla ktorych prawdziwa jest
dana nierownosc.

a) 2" > n?%;

b) 2" < nl;

c)nl < (5)";

d) (2n)! > n";

e) 2" < 2n?.

Udowodnij postawiong teze.

Zadanie 18 Pokazaé, ze dla kazdej pary n,k € N, gdzie 1 < k < n zachodzi

TOWNOSC:
n n [ n+1
(1) ()= ()

Zadanie 19 Jaki jest wspotczynnik :
a) przy x'° w rozwinieciu (x + x?)1°;
b) przy 272 w rozwinigciu (22° — %5)%;

5 o 3 1315
¢) przy a® w rozwinieciu (a® + =)',



