Przykladowe rozwigzania
Uwaga: Prosze o zglaszanie ewentualnych btedéw drukarskich w
ponizszym tekscie.

Grupa A

Z. 1 Sformulowaé zasade indukcji matematycznej © nastepnie pokazaé, ze
kazda liczba postaci n® — n, gdzie n € N, jest podzielna przez 6.

Sformutowanie zasady indukcji byto wielokrotnie podane na wyktadzie.
Uwaga: Zasada indukcji jest twierdzeniem!

I sposob:

n*—n =nn*—1) = (n— )n(n + 1) i wystarczy zauwazy¢, ze jest to
iloczyn trzech kolejnych liczb naturalnych lub zero, a wiec musi by¢ podzielny
zaréwno przez 2 jak i 3, czyli rowniez przez 6.

IT sposob (indukcja):

a) dla n =1 jest oczywiste (6|0);

b) gdyby 6|(n® —n), to
n+1P—Mm+1)=n*+3n*+3n+1—-n—-1=n>—-n)+3nn+1)i
bytaby to suma liczby podzielnej przez 6 oraz liczby podzielnej przez 3 i 2
(bo n(n + 1) jest zawsze parzysta), a wiec podzielna przez 6.

Zasada indukcji koniczy dowdod.

Z. 2 Podaé (bez uzycia funkcji cyklometrycznych) argument gtowny liczby

(1—19)"
(—1+iVv3)%
Wystarczy znalezé postaé trygonometryczna liczby z:

1—i=+v/2[cos(—Z) + isin(—Z)] oraz —1 +iv/3 = 2[cos(Z) + i sin(ZF)].
Stad:

z =

1—4)7 (V2)[cos(—IF)+i sin(—IF)] V2)7 ™ ™ -3 s s
(—(1+i\)/§)5 - 25[c0s(1 L)L—i-zsm( 10”)? = | 25) [COS<_% B %) + ZSIH(—% - %)]
Ponadto
—%—IOT”:—%W —67r—|— 7T Odp. argz—ﬂw

Z. 3 Podaé definicje funkcji arctgr, a nastepnie znaleZé dziedzine funkcji
f(z) = arccos|arctg(z* — 1)].

Najprosciej arctgr mozna zdefiniowaé jako funkcje odwrotng do funkcji
f: (=%, %) = R danej wzorem f( ) = tgx
(lub réownowaznie arctg : R — (-7, 5) idlaz € R warto$¢ arctgz jest jedyna

liczbg t w przedziale (-7, 7) taka, ze tgt = x).



Poniewaz arctgr oraz x> — 1 sg okreslone dla dowolnych x € R, wiec je-
dynym warunkiem jest by argument funkeji arccos z byt w przedziale [—1; 1].
Poniewaz tg(arctgt) =t i tgx jest funkcja rosnaca na [—1; 1], wiec:

—1 <arctg(z®* —1) <1 & tg(—1) <2?—1<tg(l) & 1 +tg(—1) < 2* <
1+tg(1) & 1—tg(1) <2? <1+tg(1).

Poniewaz tg(z) > v dla z € (0;3) (lub 7 <1 < 7, stad 1 =tg(}) < tg(1)),

wiec 1 —tg(1) < 0, a stad wynika, ze x € [—\/1 +tg(1); \/1 +tg(1)].

Z. 4 Wskazaé funkcje roznowartosciowq odwzorowujgcq przedziat otwarty
A = (3,4) na pétprostg B = (3,00).
Czy istnieje istnieje taka funkcja, gdy A = (3,4] ¢

Niech np.: f: (3;4) = (3;00) bedzie dana wzorem f(z) = 2. Wowczas f
jest réznowartosciowa i “na’.

Poniewaz zbiory (3;4) oraz (3;4] sa rownoliczne (jako zbiory nieskoriczone
rozniace sie jednym punktem), wiec taka funkcja istnieje.

Przyktadowo (to nie byto konieczne) taka funkcje mozna okresli¢ nastepujaco
przy pomocy powyzej okreslonej funkcji f:

Niech B={z € (3;4):2=4—-1n=234,..}.

Okreslamy g : (3;4] — (3; 00) nastepujaco:

) f(x) gdyx € (3;4) - B
g(l’) = f(

4—7%1) gdym:él—%EB

f(3) gdyz=A4.
Nietrudno pokazaé, ze g jest 1-1 1 “na” (¢w.)

Z. 5 Pokazaé, ze /9 jest liczbg niewymierng.

Dowd6d nie wprost:

Gdyby /9 byt liczba wymierna, to istniatby ulamek nieskracalny %, gdzie
p,q € N taki, ze (5)3 = 9. Wowczas p® = 9¢°, a wigc 3|p>. Poniewaz 3
jest liczba pierwsza, wiec 3|p, a zatem p = 3k dla pewnego k € N. Stad
(3k)® = 9¢3, a wiec 3k* = ¢® i ¢ jest podzielne przez 3, a zatem ¢ tez jest
podzielne przez 3. Poniewaz p, g nie maja wspolnych podzielnikow, wiec nie
jest mozliwe by obie te liczby byly podzielne przez 3, co daje sprzecznosc.
Zatem /9 nie jest liczba wymierna.

Innym akceptowalnym rozwiazaniem bylo skorzystanie z tw. o wymiernych
pierwiastkach wielomianu o wspo6tezynnikach catkowitychh (23 —9) i zauwaze-
nie, ze zadna z liczb (jedynych mozliwych pierwiastkow wymiernych tego
wielomianu) —1, 1, —3,3,—9,9 nie jest pierwiastkiem tego wielomianu.
Zatem /9, jako pierwiastek tego wielomianu, musi by¢ liczba niewymierna.



Grupa B

Z. 1 Wskazaé funkcje roznowartosciowq odwzorowujgceq prostg R = (—o0, 00)
na przedzial otwarty B = (—1,5) ¢
Czy istnieje taka funkcja, gdy B = [—1,5) ?

Niech np. f : R — (—1;5) bedzie dana wzorem f(z) = 2 + %arctg(x).
Wowczas f jest roznowarto$ciowa i “na’.

Poniewaz zbiory (—1;5) oraz [—1;5) sa rownoliczne (jako zbiory
nieskoniczone réznigce sie jednym punktem), wiec taka funkcja istnieje.
Przyktadowo (to nie bylo konieczne) taka funkcje mozna okresli¢ nastepujaco
przy pomocy powyzej okreslonej funkcji f:

Niech B={z € [-1;5):a=—-1+1n=1,234,.}.

Okreslamy ¢ : [—1;5) — R nastepujaco:

f(x) gdy v € (=1;5) — B
gx) =3 f(=1+ 7)) gdyr=—-1+,€B
f(0) gdy x=—-1.

Nietrudno pokazaé, ze g jest 1-1 1 “na” (¢w.)

Z. 2 Podaé definicje funkcji arccosz, a nastepnie bez uzycia funkcji try-
gonometrycznych i cyklometrycznych podaé wartosé liczby arccos(cos(5)).

Najprosciej arccos x mozna zdefiniowaé jako funkcje odwrotna do funkcji

f :[0; 7] — [—1,1] danej wzorem f(z) = cosx

(lub réwnowaznie arccos : [—1,1] — [0;7] i dla x € [—1, 1] wartos¢ arccos
jest jedyna liczba t w przedziale [0; 7] taka, ze cost = z).

Niech (dla uproszczenia zapisu) ¢ = cos5. « = arccost to (jedyna) liczba z
przedziatu [0, 7| taka, ze cos a = t, czyli cos & = cos 5. Poniewaz 37“ <5< 2m,
wiec o = 21 — 5 € [0; 7] oraz cos a = cos(2m — 5) = cos(—5H) = cos b.

Odp.: arccos(cos(5)) = 27 — 5.

Uwaga: Tak naprawde korzystaliSmy z tw. o tym, kiedy cos a = cos 3

(v = B+2km lub o = 2w — S+ 2k7, k € Z) albo po prostu ze szkicu wykresu
funkcji cosz.

Z. 3 Rozwiqzaé rownanie z° = (711.)9.

Rozwigzania podaé w postaci algebraiczney.

Przypomnijmy, ze rownanie z" = w (gdzie w € C' jest danag liczba) dla n > 2
potrafimy rozwiaza¢, gdy
a) znamy postac¢ trygonometryczna liczby w lub



b) gdy znamy jedno z rozwiazan tego rownania.
Rownanie to ma zawsze n rozwiazan dla w # 0.
Mozna zatem albo znalezé postaé trygonometryczna liczby

(_lii)g i skorzys-
tac¢ z tw. a)

(zostawie jako ¢wiczenie. Wsk. Tw. o mnozeniu i dzieleniu liczb w postaci
trygonometrycznej)

albo Zauwaz'yé b), z

n = 1 TP jest Jednym z rozwiazan (przez proste sprawdzenie).
Zatem pozostaie rozwiazania sg obrotami o kat 2~ =, czyli
7y = z1(cos ZF + isin 27) oraz

S

23 = zz(cos 5 +isin 57) sg pozostalymi rozwigzaniami. Obliczenie postaci

algebralczneJ tych liczb zostawie jako ¢wiczenie.

Uwagi:

(i) Obliczenia staja sie prostsze w obu sposobach a) i b) jesli zauwazymy, ze
3 i 9

(-11’)9 == 2t :

(—1—14)% = (V2)?[cos(—%F) + isin(—T)].

(ii) Szukanie rozwiazania w postaci z = z+iy dla n > 2 jest z reguly skazane

na niepowodzenie i byta o tym mowa na wyktadzie.

(posta¢ algebraiczna ilorazu) oraz

Z. 4 Sformultowaé tw. o rozktadzie liczby naturalnej na czynniki pierwsze i
korzystajgc z niego pokazac, ze jesli liczba pierwsza p dzieli iloczyn mk, gdzie
k.,m € N, to p dzieli m lub p dzieli k.

Pokazaé, ze fakt ten nie jest prawdziwy, gdy p nie jest liczbg pierwszq.

Byto na wyktadzie.

Uwaga: Brak w sformulowaniu twierdzenia informacji o jednoznacznosci
rozkladu (z doktadnoscia do kolejnosci czynnikéw) nie pozwala na udowod-
nienie powyzszego faktu!

Przyklad: 4|2 - 6, ale 4 nie dzieli ani 2 ani 6 (4 nie jest liczba pierwsza,).

Z.5 Czy zbior C = {X 3", =5 n€ N} CR jest ograniczony?
Dlaczego?

Tak, bo
0<% A < 2n-g <2, gdyz suma ma 2n sktadnikow i pierwszy z nich,
L T jest naJW1kazy
Uwaga Wszystkle elementy zbioru C' leza w przedzmle [ - 2], bo réwniez
_ 2 1
Zk 1n+k = 2nn+2 -3 (

niejszy).



Po egzaminie pojawilo sie pytanie o rozwiazanie zad. 17c¢) z listy zadar.
Zadanie to byto jednym z trudniejszych (i oczywiscie nic o takim stopniu
trudnosci nie pojawilo sie na egzaminie).

Prawdziwos¢ implikacji

' < (2)"] = [(n+1)" < ()" (czyli tzw. krok indukeyjny)

mozna pokaza¢ korzystajac faktu, ze

(1+ %)" >2dlan e N (czyli (n+1)" > 2n" ) w nastepujacy sposob:

Gdyby n' < (%)", to mnozac obustronnie przez n + 1 otrzymaliby$my

(n+1) < (37 +1) = 25 (n+1) < G (n 1) = (52)+,

co konczy krok indukcyjny.

Uwagi:

(i) Niestety nie zdazyliSmy pokazac na wyktadzie (niezbyt oczywistej) nieréwnosci
(14 %)" > 2 dlan € N, co skutkowalo trudnoscia w rozwigzywaniu tego
zadania.

(il) Wspomniana wyzej nieréownos¢ jest wnioskiem z ogdlniejszego (i tez nieoczy-
wistego) faktu, ze liczby postaci (14 %)” tworza ciag rosnacy, co dowodzi sie
badajac iloraz dwoch kolejnych liczb tej postaci.

(iii) Liczbami postaci (1 4+ %)” zajmowali$my sie przy innej okazji pokazujac,
ze tworza one zbidr ograniczony z gory.

Dziekuje za wspoélnie spedzone chwile i mam nadzieje, ze czas ten nie byt
zmarnowany.



