ALGEBRA M1 - LISTA 2
Liczby zespolone

1. Wyznaczy¢ postaé trygonometryczna podanych liczb zespolonych:

\/§—i> (o) 1+ itga

1+ 1 —itga

(a) —3i, (b)) 1+V3i, (¢)2—2V3i, (d) (

gdzie a € R.

2. Korzystajac ze wzoru de Moivre’a, obliczy¢

(@) (140", (b) (2—2V3i)", (¢) (ﬂiig) » (d) @mf%+im&%>é

3. Stosujac zasade indukcji matematycznej, udowodni¢ wzor

1 — n+1
44224, "= 2
1—=z2

dla z € C\ {1}.

4. Korzystajac z zadania 3, uzasadni¢ wzory

1 sin(n + 1)z
— 4+ coSx + cos2x + ...+ cosnx = — Y
2 2sm5

s ondl i ne
SlIl—2 Sin B

L
sing
5. Korzystajac ze wzoru de Moivre’a, wyrazié¢ cos 4x oraz sin 4z przez funkcje sin x oraz

COsS .

sing + sin2x + ... + sinnx =

6. Narysowac na ptaszczyznie zespolonej zbiory liczb zespolonych spetniajacych warunki

(1+4)z >0,

(@) In(=") <0, (5) Re(=%) 20, (¢) In(=*) > Re((3)?),  (d) Iy >

() il =5, (f)lz=11<3, (1<|z+il<2, (h)|z—il=|z+il
7. Znalez¢ zbiory liczb zespolonych z speiniajacych podane warunki na argument
gtowny
3T

(a) Arg((1 +14)2) = —, () Arg(z!) =7, (c) % < Arg(s?) <

T
3 2

8. Wyprowadzi¢ wzor na v/a + b, korzystajac z postaci algebraicznej liczb zespolonych.

9. Obliczy¢ i zaznaczy¢ na plaszczyznie zespolonej pierwiastki

f 1 V3
V3—4i, v=3—4i, \J1—-iv3, Vi, V212, 4—§+z§



10. Rozwiaza¢ w zbiorze liczb zespolonych réwnania
(@) 24+ 2+1=0, (b) 22=52+(T+i)=0, (c)z*—22+4=0, (d)z=2z"

(6) 24 = 17 (f) 26 = (1 + 2i)127 (g> 23 = (1 - i)ga (h> (Z - 2)4 = (ZZ + 4)47
w trzech ostatnich przyktadach odgadujac jedno z rozwiazan.

11. Niech z,w € C beda takie, ze Zw # 1 oraz |z| = 1 lub |w| = 1. Pokaza¢, ze wtedy

zZ—w
—| =1
1 —Zzw
12. Dowies¢, ze dla pierwiastkow wq, wy, ..., w,_1 stopnia n z jednosci, gdzie n > 2,

zachodza réwnosci
Wy + Wy + ...+ Wp_1 =0

WoW1 . .. Wp—1 = (—1)7171

13. Pokazaé, ze wszystkie pierwiastki n-tego stopnia z liczby zespolonej z mozna otrzy-
mac¢, mnozac jeden z nich przez wszystkie pierwiastki stopnia n € N z jednosci.

14*. Sprowadzi¢ do postaci f(z,y) + ig(z,y) funkcje zmiennej zespolonej z = x + iy

postaci
1 1
h = k =
(2) 1—zn’ (2) 1+ e

dla wszystkich z, dla ktorych te funkcje sa zdefiniowane.

15*. Pierwiastek n-tego stopnia z jednosci wy, jest pierwotny jezeli wi # 1 dla kazdego
1 < 7 < n. Pokazaé¢, ze jezeli wy jest pierwiastkiem pierwotnym n-tego stopnia z
jednosci, to kazdy pierwiastek n-tego stopnia z jednosci ma posta¢ wy, gdzie p €
{0,1,...,n—1}.

16*. Pokazaé¢, ze liczba wy jest pierwiastkiem pierwotnym n-tego stopnia z jednosci
wtedy i tylko wtedy gdy liczby k oraz n sg wzglednie pierwsze.

Romuald Lenczewski, Jacek Serafin



