ALGEBRA M1 — Lista 6

Przestrzenie liniowe

Zad.1. Wykazaé, ze zbior ciagow rzeczywistych (zespolonych) (a,) z naturalnymi dzia-
taniami dodawania (a,) + (b,) = (a, + b,) 1 mnozenia przez liczby rzeczywiste (ze-
spolone) a(a,) = (aay,) jest przestrzenia liniowa nad cialem R (nad ciatem C), nastepnie
sprawdzi¢, ktére z ponizszych podzbioréw tej przestrzeni sa jej podprzestrzeniami:

(a) zbidr ciagow o skoriczonej liczbie niezerujacych sie wyrazow,
(b) zbior ciagdéw o skoniczonej liczbie zerujacych sie wyrazow,
(c) zbior ciagéw zbieznych,
(d) zbior ciagdéw rozbieznych,
(e) zbior ciagow zbieznych do zera,

(f) zbior ciagoéw rozbieznych do nieskoriczonosci,
(g) zbior ciagéw ograniczonych.

Zad.2. Sprawdzi¢, czy nastepujace podzbiory przestrzeni liniowej wielomianow K|x| sa
jej podprzestrzeniami, gdzie K = R lub C:

(a) zbior wielomianow K, [z] stopnia < n,

(b) zbior wielomianéw, ktore w punkcie z = 1 przyjmuja wartosé 1,

(¢) zbior wielomianow postaci w(z) = ag + az? + ... + agw®, gdzie k < 10,
(d) zbiér wielomianow, ktore maja jako pierwiastek ustalona liczbe a € R.

Zad.3. Sprawdzié, czy podane podzbiory przestrzeni liniowej V = R? sg jej pod-
przestrzeniami:

Zad.4. Sprawdzi¢, czy podane podzbiory przestrzeni liniowej V = R* sa jej pod-
przestrzeniami:

(a) W ={(t,t+1,0,t) : t € R},
(b) W ={(t,s,t —s,t+s):t,s € R},
(¢) W = {t(1,1,0,0) + s(0,0,1,1) + r(1,1,1,1) : t, 5,7 € R}.
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Zad.5. Uzasadni¢, ze w przestrzeni liniowej R? jedyne podprzestrzenie liniowe (oprocz
przestrzeni zerowej oraz R3) to proste przechodzace przez poczatek ukladu wspotrzed-
nych oraz ptaszczyzny przechodzace przez poczatek uktadu wspotrzednych.

Zad.6. Niech U, W, Uy,U,,... beda podprzestrzeniami tej samej przestrzeni liniowej
V. Uzasadnié, ze przekroj U; N Uy N ... jest podprzestrzenig liniowa przestrzeni V.
Sprawdzi¢, czy podprzestrzeniami liniowymi sa zbiory: WU U, V \ W.

Zad. 7. Sprawdzi¢ liniows niezalezno$¢ ukladéw wektoroéw przestrzeni liniowej R?:

A={(12),2,1)} B={(1,2),(21),(1,0)}.
Zad. 8. Zbada¢ liniowa niezalezno$é zbioréw wektoréw z przestrzeni liniowej R3:
A=1{(1,2,0),(-2,1,1),(-1,3,1)}, B={(1,1,0),(1,2,0),(0,0,1)}.
Zad.9. Zatozmy, ze kazde dwa sposrod wektoréw v, w,u sa liniowo niezalezne. Czy
wektory v, w, u musza byé¢ liniowo niezalezne?

Zad.10. Zatozmy, ze wektory vy, ve, ..., v, z przestrzeni liniowej V' nad cialem R sa
liniowo niezalezne. Zbadaé liniowa niezaleznos¢ nastepujacych wektorow:

(a) ’Ul+’U2,U2+U37...,'Un_1+vn,7}n+v1
(b) V1 — VU2,V —VU3,...,Upn-1 = Upn,Up — U1
(C) U1, U1 +U2,U2 +U37 ceey Un1 + Up.

Zad.11. Zbadaé liniowa niezaleznosé uktadéw wielomianéw w przestrzeni R|x]:
A={a* +1, 22+ 2% 2* + 2,0+ 1}, B={2a*+2*2* - 1,2° —2* — 1}.
Zad.12. Wyznaczy¢ dowolna baze podanych podprzestrzeni przestrzeni R* lub R[z):
(a) W ={(t,t +5,0,s) : s,t € R},
(b) W = Lin((1,0, 1,0), (0,1, —1,1), (1, 1,0, 1)),
(¢) W=Lin(l,z — 1,z +1,2* - 1).
Zad.13. Uzupelni¢ do bazy zbiory wektorow
(a) A={(6,-1,5),(—3,0,2)} w przestrzeni liniowej R?
(b) A={zr+1,2> +z+ 1,23 — 1} w przestrzeni liniowej R3[z].
Zad.14. Wyznaczy¢ wymiar podprzestrzeni przestrzeni liniowej R™ zadanej wzorem
V={(z1,29,...,2,) 121 + T2+ ... + 2, = 0}.

Zad.15. Zalézmy, ze dimV = n w zadaniu 10. Ktoére z podanych zbioréw wektorow
tworza bazy przestrzeni V? Wyznaczyé wspotrzedne wektora vy +vs +. .. + v, w kazdej
z nich.



Zad.16. Wykazac, ze jezeli dimV = n, to przestrzen liniowa V' zawiera podprzestrzenie
wszystkich wymiarow k < n.

Zad.17. Okreslic wymiar przestrzeni liniowej R, [z] oraz wymiar jej podprzestrzeni
ztozonych z tych wielomianéw, ktére maja pierwiastek réwny a, gdzie a € R.

Zad.18. Zmalez¢ w przestrzeni liniowej R wspotrzedne wektora (3,2,3) w bazach:
B=1{(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}, B ={(1,1,0),(1,1,1),(0,1,1)}.
Zad.19. Dane s wspolrzedne wektora X € R® w bazie B = {vy, vy, v3},
X =1(2,1,3)p.

Znalez¢ wspotrzedne tego wektora w bazie B’ = {vy, 2v; + v9, v — v9 + v3}.
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