Zadanie 1. Niech X; := 25t )Y, := arctg(X;), Z;: dZ; = dB; + tdY;. Oblicz d(X + Y, Z);.
Potrzebujemy zna¢ wspolczynniki o odpowiednich proceséw i przemnozy¢ je przez siebie. Co stoi przy dt
nie jest wazne.
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Zadanie 2. Oblicz pierwszy i drugi moment procesu zadanego caltka Stratonowicza

t
X, ::/ (Bsfl)2ost.
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Czy proces ten jest martyngatem i dlaczego?
Przerabiamy na catke Ito

t t
X, = / (Bs — 1)%dB, +/ (Bs — 1)ds.
0 0

Srednia z pierwszej calki jest rowna 0, wiec
t
E[X,] = / E[B, — 1]ds = —t.
0
E[X}] # const, czyli to nie martyngal. Wariancje mozna policzy¢ z izometrii Ito
t t ) t )
var X; = / E[(Bs — 1)%]ds = / E[B} — 4B3 + 6B% — 4B, + 1]ds = / (35% 4 65 + 1)ds = t> + 3t* + t.
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Drugi moment to
E[X?] = var X7 + E[X,]? = t* + 4¢* + ¢.

Zadanie 3. Rozwiaz stochastyczne rownanie rozniczkowe na odcinku [0, 7/2).

1
dX;, = —dt+dB;, Xp=1.
cost
Wynik wyraz jako calke po po przyrostach brownowskich ze znanej funkeji (kombinacji funkeji elementarnych).

1

X,dt rozwigzanie zadania nie-
cost

Poniewaz jestem nieprzytomny i nie zauwazylem braku X; w wyrazeniu
intencjonalnie jest trywialne, wystarczy natozyé¢ caltke

t 1 t t 1
Xt:1+/ ds+/dBS:1+/ ds + B.
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W calce po przyrostach dB; widnieje 1 niewatpliwe bedacce kombinacjg funkcji elementarnych, wiec napisanie
powyzszego daje 4 pkt.

colss )

W przypadku zamierzonej tresci zadania trzeba by przeliczy¢ do korica czynnik catkujacy exp ( fot
Da sie te catke obliczy¢ np. podstawieniem sin s = w.

Zadanie 4. Rozwiaz uktad stochastycznych réwnan rézniczkowych
dX, = —2X,dt — 2Y,dt + dB}
dY; = —Y;dt — 2d B2,

gdzie [B!, B?] to dwuwymiarowy ruch Browna. Odpowiedz na pytanie, co si¢ dzieje z rozktadem wektora (X, Y;)
dla t — oo. Cazy:



a) Rozklad jest rozbiezny.
b) Rozklad zbiega do niezerowej granicy.
¢) Rozklad zbiega do zera.

Odpowiedz uzasadnij.
Sa 2 sposoby na rozwigzanie. Pierwszy to rozwigzanie réwnania na Y; przez czynnik calkujacy ef, wstawienie

rozwigzania w réwnanie na X, i wycatkowanie go czynnikiem catkujacym e?. Pojawia sie catki podwojne, wiec

jest to nieco irytujace.
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Dla t — oo zachodzi et — 0 wyktadniczo. Warunek poczatkowy wiec zanika. Co do calki po ruchu Browna, to
mozna zauwazy¢, ze podstawiajac w = t — s i zauwazajac, ze dB;_,, to réwniez pewien bialy szum brownowski

dB,,.
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Calka ta jest zbiezna, rozklad zbiega do niezerowej wartosci. (Konkretnie jest to rozktad normalny o $redniej
zero 1 wariancji do przeliczenia z izometrii Ito.)



