Przykladowe rozwigzania

Zadanie 1. Rozwazmy ciag zdarzen opisywanych procesem Poissona. Oblicz szanse sytuacji, w ktérej wystapi
jedno zdarzenie miedzy czasami 2 a 4 oraz dwa zdarzenia miedzy czasami 3 a 5.

Szukane zdarzenie to A := Ny — Ny = 1 A N5 — N3 = 2. Zdarzenia te sa zalezne, podzielmy je wiec na
niezalezne czesci
ANl = N3—N2, ANQ = ]\73—]\727 AN3:N5—N4.

Przy tych oznaczeniach
P(A) = P(AN; + ANy = 1 A ANy + AN5 = 2).

Pod zdarzeniem A sa tylko 2 roztaczne opcje: ANy =0 lub AN, = 1.

A=(AN; =1AAN; =0AAN;=2) ¥ (AN; =0AAN, =1 AAN; = 1).

To jest juz rozbicie na niezalezne zdarzenia, ktorych prawdopodbienstwa znamy P(Poiss(A\) = k) = 2ye
P(A) = P(Poiss(A) = 1) P(Poiss(A\) = 0) P(Poiss(A) = 2)+P(Poiss(A) = 0) P(Poiss(A) = 1) P(Poiss(A) = 1)

P(A) = A (1+)/2) e

Zadanie 2. Tzw. proces $mierci jest zadany jako

1, t<T
Xt = ’ <
0, t>T.

gdzie T jest zmienna losowa z rozktadu wyktadniczego. Jest to jednorodny proces Markowa. Oblicz jego gene-
rator.

Przestrzen ma tylko 2 stany 0 i 1. Proces kiedy po dojéciu do 0 zostaje juz w nim zawsze, wiec Af(0) = 0.
Natomiast,

Af(1) = tim BIFEWI = Q) _ P = 1F(1) +P(Xn = 0f(0) - /(1)

h—0 h h—0 h
Poniewaz P(X};, = 1) = P(T > h) = e~ *" obliczamy

oM _ o)k
A = fin () + 5 0)) = AT+ ATO)

Zadanie 3. Niech B! oraz B? to dwa niezalezne ruchy Browna. Definiujemy proces X jako

X, B, t<T;
YT \BE—B:Z+BL, t>T,

gdzie T > 0 jest pewna deterministyczng liczba. Sprawdz, czy:

a) Proces X jest ruchem Browna.

Tak. Dla ¢t < T to ruch Browna z definicji. Proces B — B2 to ruch Browna startujacy w chwili 7. Tak wiec
po chwili T proces X to niezalezny ruch Browna startujacy z Xr = Bi. Jest to wiec proces markowski,
ktorego przyrosty w kazdej chwili sa takie same jak ruchu Browna. To ruch Browna.

b) Proces X jest martyngalem (wzgledem filtracji naturalnej).

Tak. Bo to ruch Browna.

c) Proces X jest martyngalem wzgledem filtracji FB procesu B!,

Nie. Dla T < s < t mamy E[X;|FB'] = E[B? — B2 + BL|FB']=0— 0+ BL # X,



d) Proces X jest martyngalem wzgledem filtracji tacznej FB'.B proceséow B! i B2.

Tak. Intuicyjny argument jest taki: warunujac po FBYB qo T warunkujemy B! po filtracji B', dodanie
warunkowania po niezaleznym B2 nic nie zmienia. Po T warunkujemy przyrosty B2 po filtracji B2, dodanie
warunkowania po niezaleznym B! nic nie zmienia.

Bardziej §cisle: proces jest catkowalny bo to ruch Browna. Filtracja FB'.B’ jest silniejsza niz F~, oznacza
to, ze ]E[Xt|.7-'g31’32] = X,;. Dodatkowo, poniewaz B' oraz B? sj niezalezne, a przyrosty X sa niezalezne -
zaleznie od przedziahu - od przeszlosci B! lub od B2, sg one réwniez niezalezne zaréwno od Bl s <t jak
i B2, s <t awiec od FB.B?

E[X,|FE P = E[X,|FE B + BX, — X,|FE P,

Pierwsza z wartosci po prawej jak uzasadniono wyzej to X, a druga z niezaleznosci to $rednia N (0,t — s),
czyli 0.

Zadanie 4. Niech Z; to iid zmienne N(0, 1). Zdefiniujmy
Xn = Z \/EZ]C
k=0

a) Oblicz jego gestos¢ prawdopodobienstwa w chwili n.
Mamy E[X,] = 0 oraz z iid Zj

E[X?] = i\/ﬁ = zn:k = %n(n—i— 1).
k=0 k=0

Proces jest gaussowski (patrz pkt b), wiec w szczegolnosci X, ~ N (0,n(n +1)/2) i
1 2

px, () = —————e "D,
() m(n + 1)

b) Sprawdz, czy jest to proces gaussowski.

Tak, poniewaz kazda jego warto$¢ X, jest liniowa kombinacja wartosci z gaussowskiego ciagu Z.



