
Przykªadowe rozwi¡zania

Zadanie 1. Rozwa»my ci¡g zdarze« opisywanych procesem Poissona. Oblicz szans¦ sytuacji, w której wyst¡pi
jedno zdarzenie mi¦dzy czasami 2 a 4 oraz dwa zdarzenia mi¦dzy czasami 3 a 5.

Szukane zdarzenie to A := N4 − N2 = 1 ∧ N5 − N3 = 2. Zdarzenia te s¡ zale»ne, podzielmy je wi¦c na
niezale»ne cz¦±ci

∆N1 := N3 −N2, ∆N2 := N3 −N2, ∆N3 = N5 −N4.

Przy tych oznaczeniach
P(A) = P(∆N1 +∆N2 = 1 ∧∆N2 +∆N3 = 2).

Pod zdarzeniem A s¡ tylko 2 rozª¡czne opcje: ∆N2 = 0 lub ∆N2 = 1.

A = (∆N1 = 1 ∧∆N2 = 0 ∧∆N3 = 2) ⊻ (∆N1 = 0 ∧∆N2 = 1 ∧∆N3 = 1).

To jest ju» rozbicie na niezale»ne zdarzenia, których prawdopodbie«stwa znamy P(Poiss(λ) = k) = λk

k! e
−λ.

P(A) = P(Poiss(λ) = 1)P(Poiss(λ) = 0)P(Poiss(λ) = 2)+P(Poiss(λ) = 0)P(Poiss(λ) = 1)P(Poiss(λ) = 1)

P(A) = λ2 (1 + λ/2) e−3λ

Zadanie 2. Tzw. proces ±mierci jest zadany jako

Xt :=

{
1, t < T

0, t ≥ T.

gdzie T jest zmienn¡ losow¡ z rozkªadu wykªadniczego. Jest to jednorodny proces Markowa. Oblicz jego gene-
rator.

Przestrze« ma tylko 2 stany 0 i 1. Proces kiedy po doj±ciu do 0 zostaje ju» w nim zawsze, wi¦c Af(0) = 0.
Natomiast

Af(1) = lim
h→0

E1[f(Xh)]− f(1)

h
= lim

h→0

P(Xh = 1)f(1) + P(Xh = 0)f(0)− f(1)

h
.

Poniewa» P(Xh = 1) = P(T > h) = e−λh obliczamy

Af(1) = lim
h→0

(
e−λh − 1

h
f(1) +

1− e−λh

h
f(0)

)
= −λf(1) + λf(0).

Zadanie 3. Niech B1 oraz B2 to dwa niezale»ne ruchy Browna. De�niujemy proces X jako

Xt :=

{
B1

t , t ≤ T ;

B2
t −B2

T +B1
T , t > T,

gdzie T > 0 jest pewn¡ deterministyczn¡ liczb¡. Sprawd¹, czy:

a) Proces X jest ruchem Browna.

Tak. Dla t ≤ T to ruch Browna z de�nicji. Proces B2
t −B2

T to ruch Browna startuj¡cy w chwili T . Tak wi¦c
po chwili T proces X to niezale»ny ruch Browna startuj¡cy z XT = B1

T . Jest to wi¦c proces markowski,
którego przyrosty w ka»dej chwili s¡ takie same jak ruchu Browna. To ruch Browna.

b) Proces X jest martyngaªem (wzgl¦dem �ltracji naturalnej).

Tak. Bo to ruch Browna.

c) Proces X jest martyngaªem wzgl¦dem �ltracji FB1

procesu B1.

Nie. Dla T < s < t mamy E[Xt|FB1

s ] = E[B2
t −B2

T +B1
T |FB1

s ] = 0− 0 +B1
T ̸= Xs



d) Proces X jest martyngaªem wzgl¦dem �ltracji ª¡cznej FB1,B2

procesów B1 i B2.

Tak. Intuicyjny argument jest taki: warunuj¡c po FB1,B2

do T warunkujemy B1 po �ltracji B1, dodanie
warunkowania po niezale»nym B2 nic nie zmienia. Po T warunkujemy przyrosty B2 po �ltracji B2, dodanie
warunkowania po niezale»nym B1 nic nie zmienia.

Bardziej ±ci±le: proces jest caªkowalny bo to ruch Browna. Filtracja FB1,B2

jest silniejsza ni» FX , oznacza

to, »e E[Xt|FB1,B2

t ] = Xt. Dodatkowo, poniewa» B1 oraz B2 s¡ niezale»ne, a przyrosty X s¡ niezale»ne -
zale»nie od przedziaªu - od przeszªo±ci B1 lub od B2, s¡ one równie» niezale»ne zarówno od B1

s , s ≤ t jak

i B2
s , s ≤ t a wi¦c od FB1,B2

.

E[Xt|FB1,B2

s ] = E[Xs|FB1,B2

s ] + E[Xt −Xs|FB1,B2

s ].

Pierwsza z warto±ci po prawej jak uzasadniono wy»ej to Xs, a druga z niezale»no±ci to ±rednia N (0, t−s),
czyli 0.

Zadanie 4. Niech Zi to iid zmienne N (0, 1). Zde�niujmy

Xn :=

n∑
k=0

√
kZk.

a) Oblicz jego g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa w chwili n.

Mamy E[Xn] = 0 oraz z iid Zk

E[X2
n] =

n∑
k=0

√
k
2
=

n∑
k=0

k =
1

2
n(n+ 1).

Proces jest gaussowski (patrz pkt b), wi¦c w szczególno±ci Xn ∼ N (0, n(n+ 1)/2) i

pXn
(x) =

1√
πn(n+ 1)

e−
x2

n(n+1) .

b) Sprawd¹, czy jest to proces gaussowski.

Tak, poniewa» ka»da jego warto±¢ Xn jest liniow¡ kombinacj¡ warto±ci z gaussowskiego ciagu Z.
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