Rownania rozniczkowe w technice
Kartkéwka 3, 17 grudnia 2019

Pory roku: Wiosna

Wiosna to dla niektorych oséb jedna z najprzyjemniejszych pér roku. Temperatura powietrza jest coraz
wieksza, roslinno$¢ budzi sie do zycia, a studenci w tym czasie jeszcze pilniej sie ucza!

Niestety dla alergikow jest to bardzo uciazliwy czas. Podczas wiosny duzo roslin zaczyna pylié¢ co dla oséb
chorych na alergie sezonowa oznacza niekoriczacy sie alergiczny niezyt nosa (pot. katar sienny). Podczas tej
kartkowki przyjrzymy sie blizej procesowi dyfuzji pytkéw roslin w powietrzu. W procesie rozchodzenia sie
drobnych pytkéw pomaga wiatr, dlatego w naszym modelu uwzglednimy wplyw poziomej sktadowej predko-
$ci wiatru na zasieg rozprzestrzenia sie pytkow (zakl., ze wiatr wieje tylko poziomo).

Jednym z najprostszych modeli opisujacych rozprzestrzenianie sie pytkéw roslin w powietrzy przy nieze-
rowej poziomej sktadowej wiatru (rozwazamy tylko model dwuwymiarowy) jest model dyfuzyjno-adwekcyjny
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gdzie u = wu(t,z,y) jest funkcja opisujaca stezenie pytkéw w punkcie (x,y) i czasie t. W szczegolnosci
interesowa¢ nas bedzie postaé¢ funkcji u w stanie ustalonym (czyli funkcja u nie zmienia sie znaczaco w

czasie, tzn. du/0t ~ 0)
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gdzie teraz u = u(x,y). Do rozwiazania powyzszego rownania czastkowego zastosujemy metode rozdzielania
zmiennych, u(x,y) = X (2)Y (y). Po podstawieniu otrzymamy uktad dwoch rownan rozniczkowych

X"(z) — 5X'(x) — XX (z) =0,
Y"(y) =AY (y) =0,
gdzie A € R.

1. (3,5 pkt) Rozwiaz rownanie na Y (y) z warunkami brzegowymi Y’(0) = Y(0), Y(1) = 0. Rozwaz
wszystkie mozliwosci znaku A. Znajdz funkcje wlasne i odpowiadajace im wartosci wtasne dla rozwa-
zanego zagadnienia brzegowego.

2. (1,5 pkt) PrzeprowadZ normalizacje zbioru funkcji wtasnych, znajdz takie wartosci stalej multiplika-
tywnej dla kazdej funkcji wlasnej aby spelniona byta tozsamosé
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gdzie ¢, () jest odpowiednia funkcja wlasna.
3. Dodatkowe (1 pkt) Znajac wartosci wlasnych \,, wyznacz rozwiazanie ogolne dla réwnania

X"(z) = X'(z) = \pX(z) = 0.

Powodzenial!



Rozwiagzanie

1. Rozwazmy réwnanie
Y'(y) =AY (y) =0,
Y'(0)—Y(0)=0, Y(1) =0,

(1)

gdzie A\ € R. Aby rozwiaza¢ powyzsze rownanie (czyli znalezé funkcje i wartosci wlasne) nalezy
rozpatrzyé trzy przypadki w zaleznosci od znaku A:

e A <0
Rozwiazanie ogolne dla rownania (1) jest postaci

Y (y) = Cjcos V—Ay + Casin vV —Ay. (2)

Z warunku dla y = 0 dostajemy, ze C1 = Cov/—A. Korzystajac teraz z drugiego warunku i zakt.,
ze Y (y) nie jest rozwiazaniem trywialnym dostajemy warunek na A

V=Xcos V=X +sinvV—\ =0, (3)

lub inaczej

tan vV—\ = —v—A\. (4)
Nastepnie, nalezy zauwazy¢, ze powyzsze réwnanie ma nieskoriczenie wiele réznych rozwigzan
M, k € N (funkcja tan(x) jest okresowa i monotoniczna dla kazdego okresu, dodatkowo wiemy,
ze limy, _, (r /24 jm)+ = —00). Zatem ostatecznie otrzymujemy posta¢ funkcji wlasnych dla réwnania

(1)
Yi(y) = Ck (\/ — A cos v/ —Apy + sin —)\ky> , (5)

gdzie \g spelnia réwnanie

tan /—\, = —/ =\, ke N. (6)
e \=0
Dla tego przypadku réwnanie redukuje sie do postaci
Y"(y) = 0. (7)

Rozwiazaniem powyzszego rownania jest funkcja Y (y) = ay + b, gdzie a,b € R. Korzystajac z
warunkéw poczatkowych otrzymujemy

a—b=0

a+b=0.

Latwo zauwazy¢, ze istnieje tylko jedna para liczb rzeczywistych, a = b = 0, ktora spelnia powyz-
szy uklad. Zatem dla warunku A = 0 otrzymujemy rozwiazanie Y (y) = 0.
e A>0
Rozwiazujac rownanie (1) otrzymujemy
Y(y) = CreV™ + Coe™ v, (8)

Korzystajac z warunku Y’(0) = Y (0) powinni$my sprowadzié¢ funkcje Y (y) do postaci
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Y(y) =C4 (feﬁy + eﬁy> 9)
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Nastepnie korzystajac z warunku na funkcje Y (y) w y = 1 i zakl., ze C1 # 0 (Warunek C; = 0

od razu implikuje rozwiazanie trywialne) otrzymujemy

A—1
fi(0) = VR = YA
VA+1
Obliczajac f1(0) = 1, f2(0) = 1 oraz zauwazajac, ze funkcja fi(\) jest $cisle rosnaca, a funkcja
f2(\) jest scisle malejaca (zatem fo(A\) < 1) dla A > 0 mozemy wnioskowaé, ze nie istnieje takie
A* > 0 aby fi(\*) = fa(A*). Ostatecznie, dla A > 0 otrzymujemy rozwiazanie trywialne Y (y) = 0.

=: fa(A). (10)



2. Znajac posta¢ funkcji wlasnych mozemy przystapi¢ do normalizacji zbioru funkcji whasnych {Yj}.
Szukamy takiej wartosci statych Cj aby spetniona byta réwnosé
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gdzie dpy, delta Kroneckera. Ortogonalno$é funkcji wiasnych wynika bezposrednio z teorii zagadnien
Sturma—Liouville’a. Aby znalezé wartosé statej Cx musimy policzyé catke

1 1
2
/Y,f(y) dy =C? / <\/ —Ag cos v/ —Agy + sin —)\ky> dy
0

0 (12)

C% (*)\k — 1) sin 2\/*)\,1€
=—"12(=A 2 -2 PAVEDY R
2 < (= +2)+ N cos k
Aby (11) bylo spetnione stata Cj musi mie¢ nastepujaca postac
—Ax — 1) sin2y/=X 12
C, = 2(2(_)\k+2)+( b \/)_S% ko 2c0s2 —Ak> : (13)

3. Latwo zauwazy¢, ze dla kazdego k € N zachodzi 1/4 < (7/2)? < —M\j. Zatem rozwiazujac réwnanie
X" (x) — X'(z) — X (2) =0, (14)

otrzymujemy rozwiazanie ogbdlne postaci

« 1 P 1
Xi(z) = Crez sin<2 —(4N + 1)x> + Cqe2 cos<2 — (4, + l)x) (15)



