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1 Wyrazenia algebraiczne, dwumian Newtona

1. Upros¢ wyrazenie
a—1b a b—a [0
0T (Y ), ) = (2
(&) a? — 2ab + b? (b )’ ()a2—b2 <ajL >’
(© a* + a3b + a®v? [ b? ) (@ (a? = b?) (a* — a®b + a®b? — ab® + b?)
PER S ’ aS — b5 + abd — ba® '

a2
2. W rozwinieciu dwumianowym wyrazenia f(x) wyznacz wspdlczynnik przy a, jesli
(a) f(z) = (z+sinz)",a=2'sin®z, (b) flz)=(1-e")"" a=e",

(© fa) = (" - j)ax @ s = (5+ f>a -

3. Zapisz w prostszej postaci liczbe

N (ARSI (6I

k=0


http://prac.im.pwr.edu.pl/~mburn/alg.pdf

Liczby zespolone

. Zapisz w postaci algebraicznej oraz zaznacz na plaszczyznie liczbe zespolona

1+ 2+ 3 5 1—2
a) z = - b)z=——, c)z= ——— d)z=————.

[4—3i[i’

. Zapisz w postaci algebraicznej liczbe zespolong

20 40
(a) z = (; + ?z) . (b)z= (‘f — ‘fz) , () z=(=1+9)%, (d) z=(—V3-10)'*.

. Zapisz w postaci algebraicznej wszystkie pierwiastki trzeciego stopnia z liczby
(a) z=-1, (b)z=1i, (c)z=-2+2i, (d)z=1+1.

. W zbiorze liczb zespolonych rozwiaz réwnanie
(a) 22 —22+4=0, (b)22+82+25=0, (c)2z*+102+34=0.

Wielomiany i funkcje wymierne

. Wyznacz iloraz i reszte z dzielenia wielomianu P(x) przez Q(z), jesli

(a) P(x) =a® —2* + 323 + 2+ 7,Q(x) =23 +x+1, (b) Px)=a*+22° +2°+2+1,Q(x) =2 + 2 + 3.
. Rozléz wielomian W (z) na nierozkladalne czynniki rzeczywiste, jesli

(a) W(z)=a* + 2% - 327 —dx —4, (b) W(x) =2+ 22—z - 2.

. Rozléz funkcje wymierna wlasciwa f(z) na sume rzeczywistych utamkéw prostych, jesli

22 +3 —r+2
= b = .
(a) f(x) 23+ 222 + 5+ 4’ (b) f(x) 3+ 312 +4x + 4

Macierze i wyznaczniki

. Rozwiaz réwnanie macierzowe

0 0 1 11 1 2
(a)2X—3<(1) ? 01>=(_01 :(15 g) M1 00 01 |+2-XT=(3 3
010 10 2 -1
. Oblicz wyznacznik
11 1 1 1 11 9 4 4 2
1 2 1 2 11 5 3 2 4
@w=|; 3| mw=|12 2l @w=|) Ty L @w=|] 3T
1 1 1 2 5 5 0 b
. Wyznacz macierz odwrotna do macierzy A, je$li
1 1 1 -1 1 11 jl 1 1 (1)
(a) A= , (b) A= 1 -1 1 , (A= 1 2 1], (dA=
-1 4 1 1 1 11 2 1 01 1
1 01 -1
. Wyznacz rzad r(A) macierzy A, jesli
5 2 4 1
1 1 1 1 2 1 4 5 4 3 9 9 0
ayA=[2 2|, b)A=| -1 1 2|, (c)A=| 2 8 10 -1 |, (d A= 30 1 2
3 4 2 4 8 3 12 1 12 9 2 4 4



Uktady réwnan liniowych

. Rozwiaz uklad réwnan
r+y+z—t=4

=0 —T — t=4
(a) iJ—rZizZO (b) ey —zti=—d (c) xiyzit—ziftrzo
rT—y+z+t=2
r+y—z=2, r—y—z—1= -8,

—xr+y+z+t=-2,
rT+y+z+t==6

(d) rT+2y+z2+t=38
r4+y+224+t=9
dx + 5y + 62 + 4t = 0.

. W zaleznosci od parametru a € R, rozwiaz ukltad réwnan
(a+6)z+y+2z=4

2 =
(a){2§tzy_§ (b) S z+(a+5)y+22=4
v="5 z+2z =4

. Wyznacz te wartoéci parametru a € R, dla ktérych ponizszy uklad réwnan ma przynajmniej jedno rozwiazanie:
r+y+4dz=a

_ 42
(a) { 2—338;:_3%2_ a_ _36 (b) { 4z —2y—22=5
vy= ’ Tr+y+ 10z = 8.
. W zaleznosci od parametru a € R, okresl liczbe rozwiazan uktadu
- r+y+az=1
(a) { Pl ) etayta=a
y=a ar+y+z=—a—1.

Wartosci i wektory wlasne macierzy

. Dla macierzy A € M5(C), wyznacz wartosci wlasne A € C i odpowiadajace im przyklady wektoréw wlasnych
v € C?, jesli

wa=(11) ma=(43) ©a=(5 ) @a=( 1, %)

Geometria analityczna w przestrzeni

. Wyznacz te wartosci parametru a € R, dla ktérych

(a) réwnolegloécian o trzech kolejnych wierzcholtkach podstawy A = (=5,2,1),B = (2,1,2),C = (3,a%3) i
wierzchotku E = (—a — 5,4, —18) nad A, jest prostopadlos$cianem,

(b) kat pomiedzy wektorami u = (a, —16,4) oraz v = (2a, 1, —4) jest prosty,
(¢) wektory u = (1, a?, 1) oraz v = (3,12, 3) sa réwnolegle.

. Wyznacz pole P

(a) réwnolegltoboku o kolejnych wierzchotkach A = (2,2,4), B = (0,-2,-2),C = (2,1,2),

(b) réwnolegloboku o érodku w punkcie O = (2,1, 2) i konicach jednego z bokéw A = (2,2,4), B = (0, -2, —2),
(¢) tréjkata o wierzchotkach A = (—2,-2,—4), B =(0,2,2),C = (—2,—1,-2).

. Wyznacz objetos¢ V

(a) czworoécianu o wierzchotkach A = (1,1,1), B = (2,2,2),C =(1,-2,-2)i D = (—1,1,-1),

(b) réwnolegloscianu rozpietego na wektorach u = (1,1,1),v = (1,1,2) oraz w = (-1, -1, 3) x (1,2, 3).

. Podaj

(a) réwnanie ogdlne plaszezyzny przechodzacej przez punkty A = (—1,1,1), B = (0,1,2),C = (3,0, 5),



r=1+t+s
(b) réwnanie ogélne plaszczyzny o réwnaniu parametrycznym ¢ y =2+t —s
z=1+4+t+s,
r+y+2z2—-1=0

(¢) réwnanie parametryczne prostej o réwnaniu krawedziowym { T2+ B2—2=0,

=t T = -8
(d) réwnanie parametryczne prostej prostopadlej do prostych m: ¢ y =1 [:¢ y=2+s
z=1+ t, z=1- 5,
w punkcie ich przeciecia.
5. Wyznacz odleglo$é d( P, w) punktu P od plaszezyzny mr, jesli
r=1+t+s
(a) P=(-2,1,3),m:2+2y+22—-3=0, (b)P=(1,2,1),m:< y=2+s
z=—-1—-1+s.
6. Wyznacz odlegtoéé d(P,1) punktu P od prostej I, jesli
r=1+t
5 1 r+y+2z+5=0
= N = 2 = _—— —— :
@) P=234),! 5:31_; (b) P ( 2’ 2’1>’l {z—y—z+2=0.

7. Wyznacz rzut prostopadly P’ punktu P = (2,2,1) na

r=1+1 B
(a) prosta l: ¢ y=3+t (b)prost@l;{x_Qy_?’Z-'_lO
= —1-2t, r—y+z=0,
r=14+2t—s
(c) plaszczyzme m: x4+ 2y —32+4=0, (d) plaszezyzne 7:{ y=—11+t+s
z =1,

a nastepnie odbicia symetryczne P” punktu P wzgledem powyzszych prostych i plaszczyzn.

8. Wyznacz kat ¢ pomiedzy

x=1+§t a:zl—i—%—%s
(a) prostymil:q =2 24 orazm:q y=24 Y2 _ V2,
z=1 z=1-s.
r=1+1t+s
(b) plaszczyznamim: ¢ y=t—s oraz my 1y —z—1=0,
z=1t+s

(c) prost@l:{ itzizigig i ptaszczyzna m:x +y +5 = 0.

8 Odpowiedzi, wskazowki
Wyrazenia algebraiczne, dwumian Newtona

1. (a) 3’ (b) ——, (c) —a—10b, (d) 1.



Liczby zespolone

1 3
2 (a)zz—i-i-gi, (b) z =1, (C)Z:—240+2402" (d) _ol23
1 V3 1 V3 31 V3
’ (a)w0:§+7’wl__l’w2_§_7’ (b)w0:7+§l,w1——7+227w2 —i,
(C)w0_1+27w1 _2_2+<_2+2>17U12 —2+2+<—2—2 ,
L+v3 V3-1, -1 1. 1-v3 1443,
(d) Wo = 3 + s LW = =t sl wr = 3 B = ¢
272 2V/2 V2 V2 232 2¢/2

1 2.5 1
Wskazowka: cos I _ +eos ( 12) = + \/§
12 2 2v/2

4. (a)z€{1+\/§i,1—\/§i}, (b)ze{—4+34i,-4-33i)}, (c)ze{-5+34-5—3il.

Wielomiany i funkcje wymierne
1. (a)I(x)=2>-x+2,R(x)=5, (b)I(z)=2a>+z—-3 R(x)=x+10.
2. () W)= (z+2)(z—-2) (2> +z+1), (b) W(z)=(x—1)(z+2)(*+z+1).

-1 1 —x 1

3. W @)= gt W= st

Macierze i wyznaczniki

1. (a)Xz(é ; é) (b)X:(? ' _11)

2. @ W=-1, b)W=2 (W=1, (d)W=-5.

11 9
4 1 2 2 3 -1 -1
3. (a)A-1:<f 15>, A= 1L 0o 1|, @at=(-1 1 0 |,
5 5 0 1 1 -1 0 1
1 _1 1 _1 22
2 2 4 4
1 o -i -1
_1 2 2
(d) A7 = _1 1 13
2 2 4 4
00 3



Uklady réwnan liniowych

1. (az2=1Ly=0,z=-1, (b)z=lLy=-1,2=2,t=-2. (c)y=2,t=4,2=2+2,2 € R~ dowolne,
(d) uklad sprzeczny (brak rozwiazan).

2. (a) Dlaa € R\{—3} uklad ma tylko jedno rozwiazanie x = 4,y = 0, a dla @ = —3 nieskonficzenie wiele rozwigzan
postaci { v=4- %y
y R,
(b) dla @ € R\ {5} uklad ma tylko jedno rozwiazanie x = y = 0,z = 2, a dla a = —5 nieskoficzenie wiele
r=4-2z2
rozwigzan postaci ¢ y =10
z€R.

3. (a)a=-3luba=3, (b)a=1.
4

(a) Dla a € R\ {14} uktad ma tylko jedno rozwiazanie, dla a = 14 jest sprzeczny (nie ma rozwiazan),

(b) dla @ € R\ {—2,1} uklad ma tylko jedno rozwiazanie, dla a = —2 nieskoficzenie wiele rozwiazan, a dla
a =1 jest sprzeczny (nie ma rozwiazan).

Wektory i wartosci wlasne macierzy

1. (a) Wartosci wlasnej Ay = 1 odpowiadaja wektory wlasne postaci u = (a, —«), na przyklad u; = (1,-1),
wartosci wlasnej Ay = 6 odpowiadaja wektory wlasne postaci v = («,4a), na przyklad v = (1,4), gdzie

a e C\ {0},

(b) wartosci wlasnej A\; = 4 odpowiadaja wektory wlasne postaci u = (o, @), na przyktad u; = (1,1), wartosci
wlasnej \; = —1 odpowiadaja wektory wlasne postaci v = (3a, —2«), na przyklad vi = (3,—-2), gdzie
a € C\ {0},

(c) wartosci wlasnej A\ = i odpowiadaja wektory wlasne postaci u = («, (1 — i)a), na przyktad u; = (1,1 —4),
warto$ci wlasnej Ay = —i odpowiadaja wektory wlasne postaci v = (o, (1 +14)a), na przyklad vi =

(1,1+1), gdzie a € C\ {0},

(d) wartosci wlasnej \y = 2 + 3i odpowiadaja wektory wlasne postaci u = (2a, (=5 + 3i)a), na przyklad
u; = (2, -5+ 3i), wartosci wlasnej Ay = 2 — 3i odpowiadaja wektory wlasne postaci v = (2a, (=5 — 3i)a),
na przyklad v = (2, -5 — 3i), gdzie « € C\ {0}.

Geometria analityczna w przestrzeni

1. (a)a=-3, (b)a=4luba=-4, (c)a=2luba=—2.
2. (a) P=2V6, (b) P=4V6, (c)P =16

3. V=1 (b)V=15

4. (a)z—2z+2=0,




4 r—2=0

(b) x —2=0,
©{ y=-1-2 (@) y=1
z=1+t, z=2—1.

5. (a) d(P,m) =1,
2

(b) réwnanie ogdlne plaszczyzny: © — 2y + z + 4 = 0, odleglo$é d(P, ) = 3

1 4 1 41 4
7Z)_ ?P”: __?§7__ ) (b)P/: 7377_ )
33 3’3 3 21°21° 21

) P =(1,0,4), (d) P'=(1,1,4),P" =(0,0,7).
%)
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