ALGERRA z GEOMETRIA ANALITYCZNA

wergja Na cwiczevia odbywaisce sie co dwa tygedwie

PRZEKSZTALLANIE UIYRAZEN M_GEBRAICZNTCH, WZ.OR TUUMMNOWY? NEWTONA

). Uprosci¢ podane wyrazenia

() 2v3—V2T; kY 3v2—-v6)(v3+3); (o) 3as-8a3; (A (V5-1)(vV5+1);
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2. Usuna¢ niewymiernosci z mianownika
1 3
&y ——; €y : @y 23 : (dy Y2EV3
2+v3 V=2 2v/5 + 3v2 V35
2. Napisa¢ rozwiniecia poteg podanych dwumianéw
Y (y+ 2)% by (3z — AW 2)\°
(y +2) (3z — 4)%; () (a2-2); () (p+p3) .

4. Wyznaczy¢ wspotezynnik rozwiniecia wystepujacy przy t
1\ /1 6
(WY (b+4)5 t=0b% (Y (2p—3q)7", t=p*; () <2x — ;) (— + x) . t=2a"
DZIALANIA NA MACIERZACH

<. Niech

F=[-7311].
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1 00
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Wyznaczy¢, jesli jest to mozliwe, nastepujace macierze

A+C, %AT+ %07 C —2A", AB, BA, BC+BA", B>, D'F, DF, F-5D, cC" —(cC™)".

6.
(a) Obliczyé AB — BA, jesli
1] ey
(bY Poda¢ przyklad dwoch macierzy A # B, stopnia 2 réznych od macierzy skalarnych i takich,
ze AB = BA.
1. Okredli¢ wymiar i wyznaczy¢ rzeczywista macierz X spelniajaca réwnanie macierzowe

(nX-[igﬂ:wz?]; (MBS}-X:“Q z} () 2X + X7 =X+ 1



8 _3} XT = {6 9} (&) (XA = (AT +30)XT, gdzie A jest macierzg 3 X 3.

EER e

Obliczy¢ iloczyn AB a nastepnie rozwiaza¢ rownanie X A = C' z niewiadoma X.
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8. Niech

WYPZNACZNIKI, MACIERZE OTWROTNE

&. Wiadomo, ze

ab c
de f|=6
g h 1
Zmalez¢ wartosci wyznacznikow
g h i g d a Ja 3b 3c —3a b c—4b
W |ab cl; (Y| h e b|; (Y| —-d —e —f|; (| -3d e f—4e
de f v f ¢ 4g 4h 4 -39 h 1—4h

10. Niech A bedzie rzeczywista macierza stopnia 7, ktorej wyznacznik wynosi 2. Ile wynosi wy-
znacznik macierzy 2A, —5A, A%, —A3, (AT)?2?

Il. Napisa¢ rozwiniecie Laplace’a wzgledem podanych wierszy /kolumn (nie oblicza¢ podanych wy-

znacznikow)
1 -2 -3 11 1 g g _g :;
(@) 4 —5 6|,1.kolumna; (bY|0 1 —2],2 wiersz; (o) 124 0 8 , 3. kolumna.
7 8 9 ™6 —3 S0 01
12. Obliczy¢ wyznaczniki podanych macierzy
5 s 13 -8 —4 13-\ -8 4
A:LH]; B=| 12 7 4|:. cC-= 12 7-x 4 |;
24 16 7 24 16 77—\
1 0 2 3 4 1 3 0 L
-2 0 3 1 4 1 0 2 L2222
D= . E= . F=|12333
1 1 2 1 4 0 2 2
10 5 1 01 2 2 b2 dd
1 2 3 4 5

13. Dla jakich wartosci parametréw rzeczywistych c, h, k, A ponizsze macierze sa odwracalne

- s [
Ce) ; CRY [ 1 h =1 |; kY | 5 -2 3|; ) ?
¢ 11 h -1 0 -1 L1z

0012



14. Wykorzystujac metode obliczania dopelien algebraicznych wyznaczy¢ macierze odwrotne, jesli
istnieja, do podanych macierzy

1 9 0 12 1 9 1 0
3 4] 2 =10 {; 9 4l 2 —1
3 01 4 1

IS. Wykorzystujac metode bezwyznacznikowa (przeksztatceri elementarnych na wierszach) wyzna-
czy¢ macierze odwrotne, jesli istnieja, do podanych macierzy

N O OO
O W o O
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— = = =
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W W N =
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2 2 1
3 3 3 1246 1111 1101
34| 2 2 0120 1222 0111
12’ 3 3 3|’ 2012 1233]’ 1010
r 2 2 0002 1234 1101
3 3 3
6. Znalezé rozwigzania podanych rownan macierzowych
-2 1 2 12 11 01
o [ o] x- (1] w [ 3] a]-]
1 3 0 0 -1 0 1 2
() (XT+50)t=1]0 -1 0f; (AHYX=|0 0 —-1|X+1|2 1];
2 2 1 0 0 O 3 3
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DKLAD? ROWNAN LINIOWYCH

1. Korzystajac ze wzoréow Cramera, jesli to mozliwe, wyznaczy¢ wskazane niewiadome z ukladow
rownan liniowych

T +2y+z=1 T+ y 4+ z2=1
Tz + 3y =2
(@) ‘ ey, (B 20—y —2=2,y; (D7 +y = a,z
br + Ty =6
T +z=1 y + 2 =p
201 + X9 + 223 +3x4= 5 r1 +2x9 +3x3 + 4xry = 0
6x1 + 229 + 43 + 84 = 14 ‘ bary 4+6x3 + Ty = 1
Sl R fdp = g0 T (& Oy + 10z, = 0 @ T T
I2—3I3—4I4:—4 121’4 =1

18. Rozwiazaé¢ podane uklady réwnan liniowych wykorzystujac metode eliminacji Gaussa

T+ Yy +224+ w=5

T —2z=0 To — 223 =0
(@) 3r +y =1; (b)Y 20+ 3y = Z_QU}ZQ; (Y 2y — 229+ 23=0;
—x+y+z=4 v+ 5y + 32 =7 r1 — 429 + 523 =0
or + Ty — 3w =14
201 + 319 — 223 + 4dxy = 2 201 + 3x9 — 223 + 4dxy =
CAA 41‘1 + 61’2 — I3 + 2OZL'4 = 13 ) (Q\ —61’1 - 8ZL‘2 + 61’3 - 21’4 = 1.
—6x17 — 929 + Tx3 — 8ry = -3 4y + 4dxy — dxs — x4 = —7



19. Znalezé rozwigzanie ponizszego uktadu réwnan obliczajac macierz odwrotna do macierzy gtow-
nej a nastepnie wykorzystujac mnozenie macierzy

4.2?1 — 61‘2 + T3 = 17
—x1 + 229 — 13 = —14 .
3£L‘1 — 55(32 + T3 = 23

Poda¢ dwa inne sposoby rozwiagzania tego uktadu.
20. Dla jakich wartoéci parametru A\ uktad réwnan

3r + 2y = \x
dr + by = \y

ma rozwiazanie inne niz x =y = 07

2). Przedyskutowaé ilos¢ rozwigzan uktadu réwnan w zaleznosci od parametru a € R

(4—a)x + 2y — z =1
-2 + (1—a)y + 2z = 2.
—r + 2y + (4—a)z = 1

22. Wykorzysta¢ metode eliminacji Gaussa do rozwiagzania uktadu réwnan, ktérego macierz rozsze-
rzona ma postac

3 -6 -1 1/5
-1 2 2 3|3
6 —8 —3 —2|1

3-6-1 1/5 -1 2 2 3|3 -1 2 2 3| 3
—120 2 33| M |3 6 -1 1j5 | I 0 -4 1 4 9
6 -8 -3 —2/1 6 —8 —3 —2|1 | T 4 —1 —4{-9
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wl'—>w1+%w2 1 0 2 g : 2 wi——1wy L0 -2 =9 : T2

w3 w3 +w2 O _4 1 4: 9 wg}—)fi’u& O 1 _l _1 : _g

0 000l 0] w o

Stad x1 = —12—5 + gilfg + bxy, To = —% + lel'g + x4, w3, T4 €R.

Liczey zesPoLoNe

23. Obliczy¢

(A (=7 +12i) — (3—6i) + (1 + 2i); 0

. 2
o |5 ] aser
) (1+1i)(1+1);
CbY (14 2i)(—2+3i)(1 —1i);
Ce) 1109+i*5—|—(—i)13+(—i)*7;
(d) (1 - 3i)3%;

1+i\"  /1-i\"
(9 1—1i * 14+i/ "’ () i-i2-i3...j2018,

4




5+ 5i 20 < [ai 01
o 3—4i+(4—31); W [0 _51} , @, B € R\ {0}.

24. 7nale7¢ rozwigzania ponizszych réwnan
Y 4+5i=2—(1—1); b)Y [2|+2=3+4i ) 22=—i; (&) (3+1)z = 2iz

2 2 _ q. r1r 3 2 _ . 1+2° .
(&) 42° +8|2° = §; (Qz+2—i_1+i’ CSBZ =% (A -2 "

2S. Korzystajac m.in. z interpretacji geometrycznej modutu liczby zespolonej opisac i zaznaczy¢ na
plaszczyznie zespolonej nastepujace zbiory spetniajace ponizsze warunki

) |z —2|=3; by |2z +i| < 2 () |z —142i| > 3; (A |z+2]=|z—5+i;

() [2iz+4] <8 (O 0<Re(iz) <1; (g)—1<Im(z+5)<1; (A Re (z:f) —0.
26. Przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej/wykladniczej liczby zespolone

(&) —4i; (b)Y —;—\fi; (&) sina +icosa, acRR; (@) (1_11)3

271. Korzystajac ze wzoru de Moivre’a obliczy¢

1—1)10v/3 +1)°
(=1 —iy/3)10

Ca) (2\/§ - 2i>443 Y (1+1) 4+ (1—1)*; Ce) (1 —i)7'8; &5 (

Wynik podaé¢ w postaci algebraiczne;j.
28. Przedstawié¢ na plaszczyznie zespolonej zbiory spelniajace ponizsze warunki na argument gtéwny

\/é

(A arg(—1+i)<argz < arg(1—1i); (b) % arg(z?) < m; ()arg(3m) < |2+2| < — -arg(i);
(@) 3% < arg(—iz) < 2m; () arg(z — 3+ 2i) = %; () arg(z?) = %ﬁ A |lz—2]<2.

29. Znale7¢ i zaznaczy¢ na plaszczyznie zespolonej pierwiastki

(&) V/=27; (b)V/32i; (VV3+i; CAIWVi;

9
(e) VITi: oY (; - i) ; () /T 1) R/ (2= 20,
20. W zbiorze liczb zespolonych rozwiaza¢ réwnania
(A 224+42+13=0; (BY 22— (3+1)2+4+3i=0; (&)2*-8i=0; (d)22+322+32+1=1;
() i+ (1+2)z2+1=0; (O 2'—22+4=0; (,33 ef =1, CRY 25— (1+i)2> +i=0.
WIELOMIANY
3). Wypisa¢ wszystkie mozliwe pierwiastki catkowite/wymierne wielomianow

(A) 62 +350% — 2332 +36: (b 2° — g:c‘* 623 — g;ﬂ o1 () 2% — 623 + 132 + 120,



32. Znalezé¢ wszystkie pierwiastki wymierne wielomianow
W 24+ 23+ 22+ +2; (b)Y 325 + 22* — 722 + 222 ; (&) 2% — 3,323+ 2,322 + 0,62 ;

[@€)) m5—%+5x3—§x2+4x—§; (e 2° + 2% +102% + 1022 + 9z + 9.

23. Znalez¢ wszystkie (rzeczywiste i zespolone) pierwiastki wielomianow
) z* —a2? -2 (b)Y 2° + 2 4 102* 4 102% 4 9z 4 9;
(&) 2* — 323 — 5a? + 32 + 4; (8N 2* — 622 + 132-10.
24, Sprawdzié¢, ze x; jest pierwiastkiem wielomianu P a nastepnie znalezé pozostalte pierwiastki
D 2 =1, P(r) = 2% — 423 + 142? — 42 + 13;
by 7, =1-—1i, Px)=2—(1—-1)a®> + 2+ (-1 +1);
) z1 = —1++/3i, P(z) = 2* — 422 — 162 — 16.
3S. Znalez¢ rozktad wielomianu W na czynniki rzeczywiste nierozktadalne
(W Wi(z)=a2*+1; (b)Y W(x) = 223 — 322 — 292 — 30; () W(z) = 23— 62— 9.

36. Zaproponowaé rozklad na sume rzeczywistych utamkow prostych (bez wyznaczania statych w

liczniku)
r—1 2 425 — 22* + 223 — 82% — 20 — 3
: b :
(o 22(22 4 9)%’ Ckd (22 + D4(x? +4x 4+ 2) (e (22 = 2x — 1)(22 4+ 22+ 1)

2. Podane funkcje wymierne roztozy¢ na sume rzeczywistych utamkow prostych

202 + T+ 7 8x2 —x+3 62243z —9 —22+r+1
; by ————; —_—; &) ————;
ats r(x+1)(z+3) Ce> 34 () 22(x 4 3) () z(x+1)2
20 + 4 2+ 2x+2 3r—17 8r2 — 4x + 8
& iy e r+1 () 5 N —

28. Nie wykonujac dzielenia, znalezé¢ reszte z dzielenia wielomianu P przez @)
() Plx)=(z+3)%2+ (z+2)"%+ 5z + 9™, Qz) =z +2;
Y Pz) =2" Qz)=(z—1)(z - 2);

() Plx)=a¥ + 2+ 2B +2°+2, Qx)=2>—=z.
GEOMETRIA ANALITYCZ2NA

24. Dla wektorow @ = (2,1,1), = (1,-2,2), @ = (1,3, —5) obliczy¢ podane wyrazenia, jesli maja
one sens

) |9); (b)Y % o w; () (24 — V) x w; (&) |i — 0| x w; (&) || — T ow;
© Jai—w;, (Puxw—7 (Kdo(@—-7); W @xT)ow;, ) (dod)xw.

40. Bez wyznaczania rownania prostej, sprawdzi¢ czy punkty P = (2,—1,4), @ = (5,4,6) i
R = (—4,-11,0) leza na jednej proste;.



4). Znalez¢ wektor @ wspotliniowy z wektorem ¢ = (2,1, —1) i spelniajacy warunek ¥ o 4 = 3.

42. 7Znalezé¢ wszystkie wektory jednostkowe, ktore sa prostopadle jednoczesnie do wektorow
u=(2,-1,1)id=(4,1,-2).

432, Obliczy¢

(a) pole powierzchni trojkata o wierzchotkach w punktach A = (1,2,0), B = (3,0,-3) i
C =(5,2,6);

(b) objetos¢ czworoscianu o wierzchotkach w punktach A = (2,-1,1), B = (5,5,4),
C=(32-1)iD=(4,1,3)

(&) pole powierzchni réwnolegtoboku rozpietego na wektorach @ = (3, —4,1), ¥ = (—3,6,0);

(&) pole powierzchni réwnoleglo$cianu rozpietego na wektorach @ = (3,-5,1), ¥ = (0,2, —2),
W= (3,1,1).

44, Dane sa wierzcholki czworoscianu: A = (0,0,2), B = (3,0,5), C = (1,1,0), D = (4,1,2).
Obliczy¢ dhugosé wysokosci opuszczonej z wierzchotka D.

4S. Napisa¢ rownania ogélne i parametryczne plaszczyzny przechodzacej przez

(a) punkty A = (0,3,1), B=(1,0,-1)i C = (2, -2, —2);

(b) punkt P = (2,1, 1), ktoérej wektor normalny to 7 = (1, -2, 3);

() punkt (3,4, —5) i rownoleglej do dwoch wektorow @ = (3,1, —1)i b = (1,-2,1);
(&) punkt (1,2 4) i rownoleglej do ptaszczyzny Oxz;
(&) punkt (4,—1,2)

(O punkty P, = (2,—1,1), P, = (3,1,2) i rownoleglej do osi Oy;

i przez o$ Oux;

(9) srodek odcinka AB, gdzie A = (3,1,7) a B = (1,—3,3) i prostopadle]j do tego odcinka.
46. Napisa¢ réownania parametryczne i kierunkowe prostej przechodzgcej przez

(A) dwa punkty (1,1,—2) i (3,—1,0);
(b) punkt P = (2,

(1
2,1, —1), ktorej wektor kierunkowy to 7 = (1, -2, 3);
(&) punkt M; = (2,
(2,
(2,

2,0, —3) i rownoleglej do wektora @ = (2, —3,5);
(&) punkt M; = (2,0,
(e) punkt M; =

—3) i rownolegtej do osi Oy;
—5) i rownoleglej do prostej

3r — y + 22 — 7 =0
r+ 3y — 2z +3 =0"

() przez punkt P = (2,3,0) i prostopadtej do prostych

r= 1 +3t .
kiQy= -3 +4t  te€R i Lao-1=2-= =
= 4 +5t

Cg) punkt P = (-1,2,-3), prostopadlej do wektora @ = (6,—2,—3) i przecinajacej prosta
x—1 y+1 2-3
3 2 =5




471, Zalez¢ punkty przeciecia

r= 2t —3 T = s +95

(A dwoch prostych k: ¢ y= 3t —2 ,teR, [:{ y= —4s —1 , scR;
z= —4t +6 z = s —4

(bY prostej k: 1;x:y7—;—322_3 z ptaszcezyzng m: 20 —y+ 32 —1=0.

48. Wyznaczy¢ rownanie ogolne plaszczyzny przechodzacej przez punkt M = (2, —2,1) i prosta

{(z,y,2) = (1,2,-3) +t(2,—-3,2): t € R}.

49. Wyznaczy¢ réwnanie ogolne plaszczyzny przechodzacej przez proste

Jr—=2y+32z2= 5 . , J3x+ y+3z2+7=0
r—=2 y+1 2z-3 r=1_ y—2 z+3
Uﬂk.g—z—_z 1l.3—2—_2.

SO. Wyznaczy¢ odleglosé

+3 y+2 2z2-8
3 2 -2

(a) punktu P = (1, —1,—2) od prostej {: z

(b)Y punktu M = (—1,1,—2) od plaszczyzny przechodzacej przez punkty M; = (1,—1,1),
M2 - (_27 17 )a M3 = (47 _57 _2)7

. . )20 +2y —2—-10=0 rx+7 y—-5_ z-9

(&) miedzy prostymi réwnoleglymi & : { - - z—22-0 i1  Ei i et
4 —21 _

(&) miedzy prostymi nieréwnoleglymi & : v ;_ ’ = yl_ = zj—23 iz 62 = yj—45 = 2_12;

(e) miedzy plaszezyznami my: 20 —y+22+9=0 1 my:4dx —2y+42—21=0.

Sl. Wyznaczy¢ kat miedzy prostymi

2 .
() :1:—3:y_+1:\;§ i x—|—2:y—3:z\—/g5;
(Y {z=3t—2, y=0, z2=—t+3, teR} i {x=25—1,y=0, 2=5-3, s € R};

() x+y—32—1:Oi 204+ y+224+5=0
¢ 20 —y —92—-2=0 20 =2y — z+2=0"

S2. Wyznaczy¢ kat miedzy plaszczyznami
(WD z2—V2y+2—-1=01i 2+V2y—24+3=0; Yz +2y—2=31 x—3y—2=>5;
() 62 +3y—22=01 z+2y+62—12=0; (A2-32+2=01 22—-62—7=0.
S3. Wyznaczy¢ wartosci a i b, dla ktorych plaszezyzny
20 —y+32—1=0, 2+2y—2+b=0, x+ay—62+10=0
(A) maja punkt wspolny;

(b)Y przechodza przez jedng prosta;



(&) przecinajg sie w trzech roznych prostych.
S4. Wyznaczy¢ rzut prostokatny prostej k na plaszczyzne 7, gdzie

) k:(x,y,2) =(1,0,0)+7(2,-1,1), 7:(x,y,2)=(1,1,1)+s(1,1,0)+¢(2,1, 1), r,s,t € R;

@'Y k:x;_Q:%:S—z, m:3r+2y—2+2=0;

r+2 y—1 z-1 o e
() k: 5= 3 = o T y+ 3z —5;

)b — 3y + 22 —5 =20 e o
Lcﬁk.{mc_ Y- s—1=0" mide —3y+72—7=0.

SS. Wyznaczy¢ rzut

-2
(A punktu P = (2,—1,3) na prosta g = yT” =z 5 W kierunku wektora 4 = (—1,1, —1);

(bY punktu P = (2,1, —2) na plaszczyzne 7: x+ 2y — 2z —2 = 0 w kierunku wektora @ = (1,2, 3);

(&) prostejl: x = —2y = 3z na plaszczyzne m: z+y+2—5 = 0 w kierunku wektora @ = (1, —1,1).

Y

Sb. Okresli¢ czy punkt @@ = (2,—1,1) i poczatek uktadu wspohrzednych leza po tej samej stronie
plaszczyzny

(A 52 —3y+2z—18 =0 by 22 + 7y +32+1=0; (Y zr+5y+122—1=0.

S1. Prawda czy falsz? Jesli to prawda nalezy uzasadnic¢ stwierdzenie, a jesli fatsz - podaé¢ kontrprzy-
ktad. W przestrzeni R® réwnanie y = x przedstawia prosta przechodzaca przez punkt (1,1,0).

Opracowanie: Karina Olszak



