Algorytmy i struktury danych
Wyktad 5 - Algorytmy i ich analiza (ciag dalszy)

Janusz Szwabinski

Plan wyktadu:

e Studium przypadku - analiza anagraméw
¢ Model matematyczny
» Klasyfikacja algorytméw

Studium przypadku - analiza anagramow

Anagram oznacza wyraz, wyrazenie lub cate zdanie powstate przez przestawienie liter badz sylab innego
wyrazu lub zdania, wykorzystujace wszystkie litery (gtoski badz sylaby) materiatu wyjsciowego:

e kebab < babek

» Gregory House < Huge ego, sorry

» "Quid est veritas?" (Co to jest prawda?, Pitat) < "Vir est qui adest" (Czfowiek, ktory stoi przed toba,
Jezus)

Testowanie, czy tahcuchy znakoéw sg anagramami, to przyktad zagadnienia, ktére mozna rozwigzac
algorytmami o roznym tempie asymptotycznego wzrostu, a jednoczesnie na tyle prostego, aby mozna byto o
tym opowiedzie¢ w ramach kursu ze wstepu do programowania.

Rozwiazanie 1: "odhaczanie" liter

Jednym z mozliwych rozwigzan naszego problemu jest sprawdzenie, czy litera z jednego tancucha znajduje
sie w drugim. Jezeli tak, "odhaczamy" ja i powtarzamy czynnosc¢ dla pozostatych liter. Jezeli po zakonczeniu
tej operacji wszystkie litery w drugim tancuchu zostang "odhaczone", tancuchy muszg by¢ anagramami.
Odhaczanie mozemy zrealizowa¢ poprzez zastapienie odnalezionej litery wartoscig specjalng None.



In [1]:

def anagramSolutionl(sl,s2):
alist = list(s2) #zamien drugi tarncuch na liste

posl = 0
stillOK = True

while posl < len(sl) and stillOK:
pos2 = 0
found = False
while pos2 < len(alist) and not found:
if sl[posl] == alist[pos2]: #sprawdzamy litere sl[posl]
found = True
else:
pos2 = pos2 + 1

if found:
alist[pos2] = None
else:
stillOK = False #przerwij, jesli litery nie ma

posl = posl + 1 #pozycja nastepnej litery w tancuchu sl
return stillOK

print(anagramSolutionl('abcd', 'dcba'))

True

Dla kazdego znaku z tancucha s1 musimy wykona¢ iteracje po maksymalnie 1@ elementach listy 2. Kazda
pozycja w liscie 2 musi zosta¢ odwiedzona raz w celu odhaczenia. Dlatego catkowita liczba wizyt
elementéw listy $2 jest suma liczb naturalnych od 1 do n:

j?:i nn+1) 1 , 1

=—-n"+ —-n

- 2 2 2

Dla duzych n wyraz %n2 bedzie dominowat nad %n Dlatego algorytm jest klasy O(n2).

Rozwiazanie 2: sortowanie i porownywanie

Zauwazmy, ze jezeli s1 i $2 sg anagramami, musza sktada¢ sie z tych samych liter, wystepujacych takg
sama liczbe razy. Jezeli wiec posortujemy kazdy z farncuchow alfabetycznie od 'a' do 'z', powinnismy
otrzymac¢ dwa takie same fancuchy.

Do posortowania wykorzystamy metode sort:



In [2]:

def anagramSolution2(sl,s2):
alistl = list(sl) #konieczne, zeby skorzystac¢ z sort
alist2 = list(s2)

alistl.sort()
alist2.sort()

pos = 0
matches = True

while pos < len(sl) and matches:
if alistl[pos]==alist2[pos]:
pos = pos + 1
else:
matches = False

return matches

print(anagramSolution2('abcde', 'edcba'))

True

Na pierwszy rzut oka moze sie wydawac, ze algorytm jest klasy O(n) poniewaz wykonujemy tylko jedng
iteracje po elementach tancuchéw. Jednak wywotanie metody sort réwniez "kosztuje", najczesciej O(nz)
lub O(n log n) Dlatego czas wykonania bedzie zdominowany przez operacje sortowania.

Rozwiazanie 3: algorytm sitlowy (ang. brute force)

Metoda sitowa rozwigzania jakiego$ zadania polega na wyczerpaniu wszystkich mozliwosci. Dla anagraméw
oznacza to wygenerowanie listy wszystkich mozliwych fancuchéw ze znakéw tancucha s1 i sprawdzenie,
czy $2 znajduje sie na tej liscie. Nie jest to jednak zalecane podejscie, przynajmniej w tym przypadku.
Zauwazmy mianowicie, ze dla ciggu znakéw s1 o dtugosci 7 mamy 1 wyboréw pierwszego znaku, (n — 1)
mozliwosci dla znaku na drugiej pozyciji, (n — 2) na trzeciej pozycji itd. Musimy zatem wygenerowaé 7!
tancuchéw znakow.

Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze s1 sktada sie z 20 znakéw. Oznacza to konieczno$é wygenerowania

In [3]:

import math
math.factorial(20)

Out[3]:
2432902008176640000

tancuchéw znakéw, a nastepnie odszukanie wsréd nich ciggu $2. Widzieli$my juz wczesniej, ile czasu
zajmuje algorytm klasy O(n!), dlatego nie jest to polecane podejscie do zagadnienia anagramow.

Rozwiazanie 4: zliczaj i poréwnuj

Jezeli s1 i s2 sg anagramami, bedg miaty te sama liczbe wystapien litery 'a’, te sama litery 'b' itd. Dlatego
mozemy zliczy¢ liczbe wystapien poszczegdlnych znakéw w tahicuchach i poréwnac te liczby ze soba;:



In [4]:

def anagramSolution4(sl,s2):
cl = [0]*26 #dla utatwienia ograniczamy sie do jezyka angielskiego
c2 = [0]*26

for i in range(len(sl)):
pos = ord(sl[i])-ord('a') #pozycja znaku w alfabecie
cl[pos] = cl[pos] + 1

for i in range(len(s2)):
pos = ord(s2[i])-ord('a")
c2[pos] = c2[pos] + 1

j =0
stillOK = True
while j<26 and stillOK:
if cl[jl==c2[j]:
j=3+1
else:
still0K = False

return still0K

print(anagramSolution4('apple', 'pleap'))

True

Réwniez w przypadku tej metody mamy do czynienia z iteracjami, jednak teraz zadna z nich nie jest
zagniezdzona. Dodajac kroki konieczne do wykonania w tych iteracjach do siebie otrzymamy

T(n) = 2n + 26

Jest to zatem algorytm klasy O(n) czyli najszybszy ze wszystkich prezentowanych. Zauwazmy jednak, ze
lepszg wydajnosé uzyskali$my kosztem wiekszego obcigzenia pamieci (dwie dodatkowe listy c1 i c2). To
sytuacja bardzo czesto spotykana w praktyce. Dlatego programujac, nie raz staniemy przed koniecznoscig
wyboru, ktéry z zasobow (czas procesora czy pamiec) nalezy poswiecic.



Model matematyczny

» analiza doswiadczalna algorytmu pozwala przewidzie¢ jego wydajnos$¢ bez zrozumienia jego
dziatania
« model matematyczny czasu pracy algorytmu pomaga zrozumie¢ to dziatanie
* koncepcja modelu matematycznego zostata opracowana i spopularyzowana przez Donalda Knutha
pod koniec lat 60 XX wieku
» Sztuka programowania (ang. The Art of Computer Programming, w skrocie TAOCP)

= http://cs.stanford.edu/~uno/ (http://cs.stanford.edu/~uno/)

Ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu

» koszt realizacji algorytmu, czyli ilos¢ zasobdw komputera niezbednych do wykonania algorytmu
» zlozonos¢ czasowa
= pomiar rzeczywistego czasu zegarowego jest mato uzyteczny ze wzgledu na silng
zaleznos¢ od sposobu realizacji algorytmu, uzytego kompilatora oraz maszyny, na ktérej
algorytm wykonujemy
= liczba operacji podstawowych w zaleznosci od rozmiaru wejscia
= operacje podstawowe: podstawienie, poréwnanie lub prosta operacja arytmetyczna
» zlozonos¢ pamigciowa
= miara ilosci wykorzystanej pamieci
= mozliwe jest obliczanie rozmiaru potrzebnej pamieci fizycznej wyrazonej w bitach lub
bajtach
= jako ilos¢ czesto przyjmuje sie uzyta pamie¢ maszyny abstrakcyjnej

Dygresja - maszyny abstrakcyjne

« istniejgce komputery réznig sie miedzy sobg istotnymi parametrami (np. liczba i rozmiar rejestréw,
udostepniane operacje matematyczne)
« komputery podlegajg ciagtym ulepszeniom
 algorytmy czesto analizuje sie, wykorzystujgc abstrakcyjne modele obliczen, np.:
= maszyna RAM
= maszyna Turinga

Maszyna RAM


http://cs.stanford.edu/~uno/

Random Access Machine (RAM)
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czesci sktadowe:

= jednostka kontrolna (program)

= jednostka arytmetyczna (procesor)

= pamiec

= jednostka wejscia

= jednostka wyjscia
jednostka kontrolna zawiera program oraz jego rejestr (rejestr wskazuje na instrukcje do
wykonania)
jednostka arytmetyczna wykonuje podstawowe operacje arytmetyczne
pamiec¢ sktada sie z ponumerowanych komoérek, z ktérych kazda moze przechowa¢ dowolng liczbe
catkowitg

= liczba komorek jest nieograniczona

= nie ma ograniczen na rozmiar liczby

= indeks komorki to jej adres

= komorka o adresie 0 to tzw. rejestr roboczy
jednostka wejscia skiada sie z tasmy i gtowicy

= tasdma jest podzielona na komorki

» tasma jest nieskoniczona

= kazda komorka przechowuje jedna liczbe catkowitg

= w danej chwili czasu glowica odczytuje tylko jedng komorke

= po odczytaniu gtowica przesuwa sie o jedng komérke w prawo
jednostka wyjscia skifada sie z tasmy i glowicy

= tasma jest podzielona na komorki

= tasma jest nieskohczona

= do kazdej komorki moze by¢ zapisana jedna liczba catkowita

= po zapisie gtowica przesuwa sie o jedng komdrke w prawo
konfiguracja maszyny to odwzorowanie, ktore przypisuje liczbe naturalng do kazdej komorki
wejsciowej, wyjsciowej i pamieci oraz do rejestru programu
obliczenia to sekwencja konfiguraciji, z ktérych pierwsza jest konfiguracjg poczatkowa, a kazda
nastepna zostata wygenerowana zgodnie z programem
dopuszalne instrukcje:

» instrukcje przesuniecia: LOAD i STORE (kopiowanie do i z rejestru roboczego)

= instrukcje arytmetyczne: ADD, SUBTRACT, MULTIPLY, DIVIDE



= instrukcje we/wy: READ, WRITE
= instrukcje skoku: JUMP, JZERO, JGTZ
= instrukcje stopu: HALT, ACCEPT, REJECT
« operand to albo liczba j albo zawarto$¢ j-tej komorki pamieci
» program to dowolna sekwencja powyzszych instrukcji wykonywana na operandach

Maszyna Turinga

o https://pl.wikipedia.org/wiki/Maszyna Turinga (https://pl.wikipedia.org/wiki/Maszyna Turinga)

Catkowity czas pracy algorytmu

« catkowity czas pracy algorytmu (lub programu) to suma wartosci
koszt operacji X czestotliwos¢ wystepowania

po wszystkich operacjach wystepujacych w algorytmie

Koszt wykonania pojedynczej operacji

» pierwsze komputery dostarczane byty z instrukcjg zawierajgca dokfadny czas wykonania kazdej
operacji

» obecnie mozna taki koszt oszacowac¢ eksperymentalnie - wykonujemy np. bilion dodawan i
wyliczamy srednig z czasu wykonania pojedynczej operacji

« w praktyce zaktada sie, ze podstawowe operacje (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie,
przypisanie, poréwnanie, deklaracja zmiennej itp) wykonywane na standardowych typach danych
zajmujg pewien staty czas wykonania

Czestotliwos¢ wystepowania operacji

Niech:

In [5]:

import random
lista = [random.randint(-10,10) for r in range(10)]
In [6]:

lista

Out[6]:
[16, 5, 9, -4, -9, 1, 3, 10, 1, 7]

Rozwazmy program:

In [7]:

count = 0

for 1 in lista:
if i==0:

count = count + 1


https://pl.wikipedia.org/wiki/Maszyna_Turinga

In [8]:
count

Out[8]:

Czestotliwo$¢ wykonywania poszczegodlnych operacji w tym programie jest nastepujaca:

Operacja Liczba wystgpien

przypisanie

poréwnanie

dostep do listy

inkrementacja i

IN[S[S|S |+

inkrementacja count

Uproszczenie liczenia czestosci wystepowania

« liczenie wszystkich operacji majacych wptyw na czas pracy algorytmu moze by¢ Zzmudne

"It is convenient to have a measure of the amount of work involved in a computing process,
even though it be a very crude one. We may count up the number of times that various
elementary operations are applied in the whole process and then given them various weights.
We might, for instance, count the number of additions, subtractions, multiplications, divisions,
recording of numbers, and extractions of figures from tables. In the case of computing with
matrices most of the work consists of multiplications and writing down numbers, and we shall
therefore only attempt to count the number of multiplications and recordings." (A. Turing,
Rounding-off errors in matrix processes, 1947)

» wyboér operacji dominujacej
= np. przypisanie, poréwnanie, dziatanie arytmetyczne, dostep do tablicy/listy
= najczesciej wybiera sie te, ktdra najwiecej kosztuje i najczesciej wystepuje

In [9]:

lista

OQut[9]:

[16, 5, 9, -4, -9, 1, 3, 10, 1, 7]

In [10]:

count = 0
for i in range(len(lista)):
for j in range(i+1,len(lista)):
if lista[i]+lista[j]==0:
count = count + 1



In [11]:
count
Out[11]:
1

Operacja dominujaca | Liczba wystgpien

dostep do listy n(n —1)

Nasuwa sie pytanie, dlaczego liczba dostepow do listy w tym przyktadzie wynosi n(n — 1). Aby to
wyjasnic¢, przyjrzyjmy sie liczbom dostepéw do listy dla poszczegolnych wartosci iteratorow ¢ oraz j:

Wartosci ¢ | Wartosci Liczba dostepéw do listy
0 1,2,3,4,...,n—1 [2(n—1)

1 2,3,4,...,n—1 2(n —2)

2 3,4,...,n—1 2(n — 3)

n—2 |n—1 2

n—1 |None None

Sumujac liczbe operacji, otrzymamy:
n, 5 n(n+ 1)
2n—14n—-24+n—-3+---+1)=2 n*n—Zz =2n" —2———= =
=1

» notacja przyblizona
= notacja duzego O
= notacja duzego 2 (https://pl.wikipedia.org/wiki/Asymptotyczne_tempo_wzrostu
(https://pl.wikipedia.org/wiki/Asymptotyczne_tempo_wzrostu))
= notacja ©



https://pl.wikipedia.org/wiki/Asymptotyczne_tempo_wzrostu

Klasyfikacja algorytmoéw

Rodzaje ztozonosci obliczeniowej

» zlozonos$¢ pesymistyczna (ang. worst-case)
= maksymalna ilos¢ zasobu potrzebna do wykonania algorytmu dla dowolnego wejscia
» zlozonos¢ oczekiwana (ang. average-case)
= oczekiwana ilo$¢ zasobu potrzebna do wykonania algorytmu
= zalezy istotnie od zatozen na temat rozwazanej przestrzeni probabilistycznej danych
wejsciowych
= moze wymagac trudnych analiz matematycznych

Poréwnywanie algorytméw

W przyktadzie z anagramami pierwszy algorytm rozwigzywat zadany problem w czasie

1 1
Ti(n) = 5”2 + 5™

natomiast czwarty algorytm w czasie

Ty(n) = 2n + 26

Chcemy odpowiedzie¢ na pytanie, ktory z nich jest lepszy.

In [14]:

smatplotlib inline

In [15]:

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

In [16]:

n = np.arange(1,20)

In [17]:

def T1(x):
return 0.5%x*(1+x)

def T4(x):
return 2*x+26



In [18]:

plt.plot(n,T1(n),label="$T 1(n)$")
plt.plot(n,T4(n),label="$T 4(n)3$")
plt.title("Anagramy - pordwnanie algorytméw")
plt.xlabel("n")

plt.ylabel("Czas wykonania")
plt.legend(loc=2)

Out[18]:
<matplotlib.legend.Legend at Ox7fclblbc5278>
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« dla bardzo krotkich stéw algorytm T okazuje sie szybszy!

« funkcja T zachowuje sie jednak duzo lepiej, gdy 1 roénie

« poniewaz interesuje nas gtéwnie czas asymptotyczny, wybieramy 17:
Ty(n) = O(n)
Ti(n) = O(n®)



Rzedy ztozonosci obliczeniowej

W zaleznosci od asymptotycznego tempa wzrostu, algorytmy dzieli sie na klasy ztozono$ci obliczeniowe;.
Najczesciej wyrdznia sie:

O(n) Funkcja

1 stata (nie zalezy od rozmiaru wejscia)
logn logarytmiczna

n liniowa

n log n liniowo-logarytmiczna (quasi-liniowa)
n? kwadratowa

n’ wielomianowa

c" wyktadnicza

n! silnie wyktadnicza




Ztozonos¢ logarytmiczna

» typowa dla algorytmow, w ktérych problem przedstawiony dla danych o rozmiarze n da sie
sprowadzi¢ do problemu z danymi o rozmiarze n/2

« algorytmy o ztozonosci logarytmicznej nalezg do klasy P problemow, tzn. problemow tatwych, ktore
potrafimy rozwigza¢ w czasie co najwyzej wielomianowym

Przyktad: wyszukiwanie binarne

Dany jest posortowany zbiér danych (np. w liscie) A oraz pewien element item. Chcemy
odpowiedzie¢ na pytanie, czy item znajduje sie w A.

Algorytm:

1. Sprawdz srodkowy element tablicy. Jesli jest réwny item, zakoncz przeszukiwanie.
2. Jesli srodkowy element jest wiekszy niz item, kontynuuj wyszukiwanie w lewej czesci listy.
3. W przeciwnym razie, szukaj elementu item w prawej czesci listy

12789 12 20

'

1 2 789 12 20




In [19]:

def binary search(a, x, lo=0, hi=None):
if hi is None:
hi = len(a)
while 1o < hi:
mid = (lo+hi)//2
midval = a[mid]
if midval == x:
return mid
elif midval < x:
lo = mid + 1
else:
hi = mid
return -1

In [20]:
A=11,2,7,8,9,12,20]

In [21]:

binary search(A,9)
Out[21]:

4



Dla danej listy wejsciowej algorytm wymaga jednego sprawdzenia elementu srodkowego, a nastepnie
przeszukuje binarnie jedng z jej potdwek. Zatem czas wykonania da sie opisa¢ rownaniem

Tm)gT(%)+1

Zatozmy, ze n = 2™ (czylim = logs n). Wowczas:

T(2™)

Zatem

<

IANIA A

I

T(1) =1

T(3) 41
T(4)+1+1
T(3)+1+1+1
T(3)+1+1+1+1

T(n) <1+ logyn,

czyli wyszukiwanie binarne jest przykltadem algorytmu o ztozonosci logarytmiczne;.

Ztozonos¢ liniowa

» typowa dla algorytmow, w ktorych dla kazdego elementu danych wejsciowych wymagana jest

pewna stata liczba operac;ji

« algorytmy tego typu rowniez nalezg do klasy P problemoéw fatwych.

In [22]:

def linear search(a,x):
for i in a:

if i == x:
return a.index(1i)
return -1
In [23]:
A
Out[23]:

(1, 2, 7, 8, 9, 12, 20]

In [24]:

linear search(A,9)
Out[24]:

4

Mamy tutaj maksymalnie 1 iteracji i n poréwnan. Jest to zatem algorytm klasy O(n)



Ztozonos¢ liniowo-logarytmiczna

» typowa dla algorytmow, w ktorych problem postawiony dla danych o rozmiarze 1 daje sie
sprowadzi¢ w liniowej liczbie operacji do dwdch problemoéw o rozmiarach n/2

» réwniez nalezy dla klasy P problemow tatwych

» przyktady: sortowanie przez scalanie, ogdlnie - algorytmy typu dziel i rzadz

Ztozonos¢ kwadratowa

» typowa dla algorytmow, w ktérych dla kazdej pary elementow wejsciowych trzeba wykonac statg
liczbe operacji podstawowych
e klasaP
» przyktady:
= anagramy metodg odhaczania
= 2SUM metodg brute-force

Zlozonos¢ wielomianowa

« typowa dla algorytmow, w ktorych dla kazdej krotki elementéw wejsciowych wykonywana jest stata
liczba operacji podstawowych
e klasaP
o przyktady:
= 3SUM metodg brute-force

Ztozonos¢ wyktadnicza

» typowa dla algorytmow, w ktorych dla kazdego podzbioru danych wejsciowych nalezy wykonac statg
liczbe dziatah
+ klasa NP
» przyktady
= wieza z Hanoi (o tym na nastepnym wyktadzie)

Ztozonos¢ silnie wyktadnicza

« statfa liczba dziatan wykonywana dla kazdej permutacji danych wejsciowych
« klasa NP
e przyktad:

= problem komiwojazera rozwigzywany metoda sitowg

n 10 20 30 40 50 60
O(n) |0,00001s|0,00002s| 0,00003s| 0,00004s| 0,00005s| 0,00006s
O(n?) | 0,0001s| 0,0004s| 0,0009s| 0,0016s| 0,0025s|  0,0036
O(n?) 0,001s| 0,008s 0,027s 0,064s 0,125s 0,216s
o(2") 0,001s| 1,048s| 17,9min|  12,7dni 35,7lat 366w
O(3"™) | 0,059s| 58min 6,5lat| 3855w | 227*10%w [ 1,310 w
O(n!) 36s| 771w|8,4*10'%w|2,610%2w|9,610%"w|2,6*10% w

zalozenie: dlan = 1 kazdy algorytm wykonuje sie 107° s)
( y algorytm wykonuje sie






