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Zadanie 1. Oblicz calki iterowane:

a) /03 </12(5L’+y2x) dy) dx, D) /12 (/03(:15+y2x) dx) dy, c¢) /01n3 (/()ln4ex+ydy) dz.

Zadanie 2. Oblicz calki

// sin(x +y) dxdy, gdzie R = [0, w/4] x [—m/4, 7 /4],

// +y+1 - dxdy, gdzie R = [0, 2] x [0, 1],

c) //R;csm(xy) dxdy, gdzie R = [0, 1] x [m, 27].

Zadanie 3. Niech R = [0,1] x [0, 1]. Oblicz

72
//R 11 dz dy.

Zadanie 4. Zalézmy, ze f ciagta na [a,b]. Rozpatrujac catke //R(f(:z:) — f(y)* dxdy,
gdzie R = [a,b] X [a,b], udowodnij nieréwnosé

(/abf(a:) dx>2 < (b—a) /abf2(x) dx

Zadanie 5. Zamien caltke podwojna po obszarze D na catki iterowane, gdy D jest
ograniczony podanymi krzywymi:

a)y=lr—1,y=2—|r—1], b)z=y* y=a—2.

Zadanie 6. Narysuj obszar catkowania, a nastepnie zmien kolejnos¢ catkowania w
podanej catce iterowane;j:

W) [ [y, ) [y [ fayyde o [Cdy [ f g

Zadanie 7. Oblicz calki iterowane:
a) /01 ( ; az;gdy> dz,
b) [C([ VP T 16dz) dy,
2 [ 1 5
c)/o (/@,/2 ye’ dy) dy.



Wskazowka. W ¢) zamienié¢ kolejno$é catkowania.

Zadanie 8. Oblicz catki po obszarach regularnych:

a) //D(x + y) dxdy, gdzie D ograniczony krzywymi y = \/|z|, 2y = |z|, |z| =1,

2

b) //Dyda:dy, gdzie D ograniczony krzywymi y = 2 — 2%, y = —1, y =1, x =

1—+/1—y2

Zadanie 9. Korzystajac z odpowiednich wtasnosci catek podwdjnych, oblicz catke
Hr|z +y] dzdy, gdy R = [0,2] x [0,2].

Zadanie 10. Dokonujac zamiany zmiennych v =y — x, v = y + 2x oblicz catke
// (x +y) dx dy,
D
gdzie D zbidr ograniczony krzywymiy —x =0, y—x =1, y+2x = -1, y+2x = 4.

Zadanie 11. Stosujac wspotrzedne biegunowe oblicz catki

dx d
//D 2 L & y ,gdmeDogramczony krzywymi 22 + %> = 9, 22 + y? = 25,
x
// x —i—y)dxdy, gdzie D = {(x,y) : y > 0,y < 2® + ¢y < 2},
// 2,gdz1eD {(z,y): 2 +y* <z, 2® +y* <y}

Zadanie 12. Stosujac calki podwojne, oblicz pole obszaru ograniczonego podanymi
krzywymi
a) y = /|z], y = 22, b) y =sinz, y =cosx, x = —7/4, x = /4.

Zadanie 13. Oblicz objetoéé bryly, ktéra z kuli 22 + y? + 22 < R? wycina
a) walec 22 +1y? < a* 0 < a < R, b) stozek z = —v/z? + .

Zadanie 14. Oblicz objetos¢ bryly ograniczonej powierzchniami
a)r=0,y=0,2=0,z4+y+2=1, b)z=zy,z+y+2z=1,2=0.

Zadanie 15. Dla jakiej dodatniej wartosci parametru p ponizsza catka jest zbiezna?
// dx dy
{e2+y?21} (22 + 32)P

Zadanie 16. Obhcz

//R2 1+x2 +9y )3/2

//R? —e* =2y dx dy,

c) //D e Wdrdy, gdzie D = {(z,y): £>0,0< y
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Zadanie 17. Zapisz ponizsze obszary jako obszary normalne :
a) U= {(z,y,2) : 2 +y* + 22 < R}, b)U={(v,9,2) : Va?+y* <z < H}
)U={(z,y.2) : 2?+y’ <R’ 0< 2 < H}, U ={(2,9,2) : 2°+y* <z < H}

Zadanie 18. Oblicz podane calki iterowane:

a) /_Oldar/xody/o xLyZ,/ﬁ_y?dz, b) /Olda:/xzdy/yz xy dz.

Zadanie 19. Uzywajac wspotrzednych walcowych, oblicz caltke:

/ / /U(a:2+y2) dr dy dz, gdzie bryla U jest ograniczona powierzchniami z = 2v/x2 + 1/
oraz z = 8.

Zadanie 20. Uzywajac wspotrzednych sferycznych, oblicz calki:

a) / / /U \/xiidz;lj_ 27 gdzie bryla U jest ograniczona powierzchniami z +y?+ 22 =
9 oraz x2 + y* + 2* = 16,

b) / / /U(;Uyz) dx dydz, gdzie brylta U jest ograniczona powierzchnig z? + 12 + 22 = 4
oraz plaszczyznami uktadu i rozpatrujemy pierwszy oktant uktadu wspotrzednych,

tzn. v > 0, y > 0,2 > 0.

Zadanie 21. Oblicz catke / / /U Va2 + y2dx dy dz, gdzie U jest ograniczona powierzch-

niami o réwnaniach z = 1 i 22 + y? = 2. Wsk. Co to za bryta? Jakie wspétrzedne
beda tu najwygodniejsze?

Zadanie 22. Oblicz masy podanych obszarow o zadanych gestosciach objetoscio-
wych

a) U ={(z,y,2) € R®: 2% +9* + 2* < 9}, gdzie y(x,y,2) = 2> + y* + 2%,

b) U = {(z,y,2) € R*: 2 +9* < 16, 0 < z < 2y/22 + y2}, gdzie v(z, y, 2) = 2* +9°.

Uwaga. Masa M obszaru U o gestosci objetosciowej v(z, y, z) wynosi

M = ///Uv(x, y,z)dx dy dz.



