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Lista 1

1. Wykazać, że wartość bezwzgl ↪edna liczby rzeczywistej ma nast ↪epuj ↪ace własności:

(a) |x| = | − x|;

(b) −|x| 6 x 6 |x|;

(c) |x| 6 y ⇔ −y 6 x 6 y, gdy y > 0;

(d) |x+ y| 6 |x|+ |y|;

(e) |xy| = |x| |y|;

(f)
∣∣∣x
y

∣∣∣ = |x||y| , gdy y 6= 0;

(g) ||x| − |y|| 6 |x− y|;

(h) |x| − |y| 6 |x− y| 6 |x|+ |y|;

(i) |xn − yn| 6 nMn−1|x− y|, gdzie M = max{|x|, |y|},

dla dowolnych x, y ∈ R.

2. Rozwi ↪azać równania i nierówności

(a) |2|x+ 1|+ 1| = 3;

(b) 2|x+ 6| − |x|+ |x− 6| = 18;

(c) |2x+ 1| 6 5;

(d) |x2 − 25| 6 24;

(e) |3x|+ 2 6 |x− 6|.

3. Stosuj ↪ac zasad ↪e indukcji matematycznej udowodnić, że

(a)
∣∣∣ n∑
i=1

xi

∣∣∣ 6 n∑
i=1

|xi| dla dowolnych n ∈ N i x1, x2, . . . , xn ∈ R;

(b) 12 + 22 + 32 · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
dla dowolnego n ∈ N;

(c) | sinnx| 6 n| sinx| dla dowolnych x ∈ R i n ∈ N;

(d) dla dowolnego n ∈ N liczba 26n+1 + 32n+2 jest podzielna przez 11;

(e) (wzór Newtona) (a+ b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
an−kbk dla dowolnych a, b ∈ R i dowolnego n ∈ N.

4. Obliczyć poniższe sumy
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)
,

(b)
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)
,
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(c)
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k=1

k

(
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)
,

(d)
n∑

k=1

2k
(
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)
.

5.Wykazać, że liczby
√
2, 3
√
2,
√
3,
√
3−
√
2, 3
√
2−
√
2, log2 3 s ↪a liczbami niewymiernymi;

natomiast poniższa liczba jest wymierna√
11− 6

√
2 +

√
11 + 6

√
2.

6. Wyznaczyć liczb ↪e pierwiastków rzeczywistych równania

x · |x| = x+ c

w zależności od wartości parametru rzeczywistego c.

7. Określić liczb ↪e rozwi ↪azań rzeczywistych równania

(m− 1)x4 − (2m− 1)x2 +m− 1
4
= 0

w zależności od wartości parametru rzeczywistego m. Pokazać, że w przypadku, gdy równanie
ma cztery rozwi ↪azania, to s ↪a one postaci

x1,2 = ±
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, x3,4 = ±
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