Wstep do proceséw stochastycznych — lista 5 28 marca 2017

Wiecej o procesie Poissona, czystym procesie urodzin, procesie Yule’a i o procesach urodzin i $mierci: [F I] W.
Feller, Wstep do rachunku prawdopodobienstwa, tom I, PWN, Warszawa 1987. (str. 394-410)

1.

10.

Niech (X (t))t>0 bedzie procesem Poissona o intensywnosci A. Oblicz funkcje charakterystyczna,
transformate Laplace’a i funkcje tworzaca momenty (rozktadu zmiennej losowej) X (t).

Niech (S,; n > 1) beda sumami czeSciowymi ciagu niezaleznych zmiennych losowych o jednako-
wym rozkladzie wykladniczym z wartoscia oczekiwana 1/\ i niech p, oznacza funkcje gestosci
rozktadu zmiennej S,,. Jak zapisaé p,.,, przy pomocy p, i p,?

. Niech (X(t))i0 bedzie procesem Poissona o intensywnosci A. Niech p; oznacza rozktad X (t). Jak

zapisaé pyis Przy pomocy p; i ps?

Zaloézmy, ze autobusy przyjezdzaja na przystanek tak, jak pojawiaja sie sygnaly w procesie Po-
issona o intensywnosci A. Przychodzimy na przystanek w losowo wybranej chwili ¢ > 0. Niech C
oznacza czas oczekiwania na najblizszy autobus, a D odstep czasu pomiedzy przyjazdami kolej-
nych autobuséw, w ktéry trafiliémy. Oblicz P(C' > x) oraz E[C]. Czy D ma rozklad wyktadniczy
z wartoscia oczekiwang 1/A\7?

Wykaz, ze proces Poissona ma wtasno$¢ Markowa, tzn. dla kazdego n € N, dla dowolnych chwil
0<t <ty <..<ty,<tyi1,1licznosci 0 < ky < ko < ... < k,, < m, zachodzi rownosé

P(X(tns1) = m |X () = ks X (tn1) = k1, s X(81) = k1) = P(X (tny1) = m |X(£2) = ko).

. Niech (X (t)):>0 bedzie procesem Poissona o intensywnosci \. Zatézmy, ze wszytkie trajektorie pro-

cesu X sg prawostronnie ciggtymi funkcjami schodkowymi o skokach o wysokosci 1. Definiujemy
czas oczekiwania na j-ty sygnat,

S;=inf{t >0: X(t)=4}, j=0,12,..
oraz odstepy pomiedzy sygnatami,
T, =S;—Sj—1, 7=123, ...

Jaki jest rozktad czasu oczekiwania S;? Udowodnij, ze (T}) sa niezaleznymi zmiennymi losowymi
o jednakowym rozktadzie wyktadniczym z parametrem A.

Niech (X7 (t))s>0 oraz (Xa(t))i=o0 beda niezaleznymi procesami Poissona o intensywnosciach odpo-
wiednio A\ oraz As. Dla k < n oblicz

P(X1(t) =k | X1(t) + Xa(t) = n).

. Dla liczb 2y, Zs,....20, przez ZW, 73 . 7™ oznaczamy ich ustawienie w porzadku niemale-

jacym, a Z®) nazywamy k-ta statystykq pozycyjng. Zatbzmy, ze Z; sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi o rozkladzie jednostajnym na [0, 1]. Opisz rozktad wektora (ZW, 22, ..., Z(™). Wsk.:
Jak wyglada nosnik tego rozktadu?

. Niech X bedzie procesem Poissona o intensywnosci A, i niech M(t) = X(t) — M. Czy M jest

martyngatem wzgledem filtracji F, = o(X(s); s < )7

Niech X bedzie procesem Poissona o intensywnosci A\. Oznaczmy S; = inf{t > 0 : X(¢) = ¢},
i=1,2,....Dlan € Noraz0 < s; < $5 < ... < 8, < t,oblicz P(S; < s;, 1 =1,2,...,n|X(t) = n}.
Wsk.: Przedstaw S; jako sume niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach wyktadniczych.



