Wstep do proceséw stochastycznych — lista 6 28 marca 2017

1. Niech X (t) bedzie czystym procesem urodzin o intensywnosciach A, > 0 i stanie poczatkowym 0,
tzn. P(X(0) = 0) = 1. Udowodnij, ze

VE>0 ZP =n)=1 = Z)\l

2. Wypowiedz si¢ na temat istnienia i jednoznacznosci rozwigzan uktadu rownan rézniczkowych:

fot) = —Xafo(t),
frlz<t) = _)‘nfn(t)_'_)‘nflfnfl(t); n:1,2,...,

z dowolnymi warunkami poczatkowymi. Zatézmy, ze A, > 01 f,(0) > 0 dla wszystkich n. Udo-
wodnij, ze f,(t) > 0 dla wszystkich t > 0in > 0.

3. (Proces Yule’a) W czystym procesie urodzin zaktadamy, ze intensywnosé domnazania bakterii w
kolonii jest proporcjonalna do liczby obecnych bakterii, tzn. A, = nA (rozmnazanie przez podziat).

a) Zapisz uklad réwnan opisujacy ten proces, jesli P(X(0) =1) = 1.

(a)
(b)
)
)

Rozwiaz rownania opisujace Pi, P, Ps, i odgadnij wzér na P, (lub zobacz [F IJ).

Sprawdz indukcyjnie, czy odgadniety wzor spetnia zatozone réwnania.

(c

(d) Jaki jest wzér na P, jesli P(X(0) =1i) = 1, dla (innego, dowolnego) i € N?

4. Czy w procesie Yule’a moze zdarzy¢ sie ”eksplozja demograficzna w skonczonym czasie”? A w
czystych procesach urodzin o intensywnoéciach A\, = n%; A\, = n(n — 1), gdy P(X(0) =1) =17

5. Sprawdz bezposrednim rachunkiem réwnos¢ Chapmana-Kotmogorowa dla Py ; i P o W procesie
Yule’a.

6. W procesie urodzin i $mierci potézmy A, = nA oraz p,, = npu, gdzie A, u > 0. Niech P(X(0) =) =
1 dla danego i € N. Korzystajac z uktadu rownan opisujacego proces, utéz rownanie rézniczkowe,
ktére powinna spelnia¢ funkcja E(t) = E(X(t)) i rozwiaz to réwnanie. Zbadaj zachowanie tej
funkcji w zaleznosci od A i p.

7. ZmajdZz prawdopodobienstwo przej$cia w procesie urodzin i $mierci ze zbiorem stanéw S = {1,2}
oraz intensywno$ciami urodzin \; = 2 i Smierci o = 1.



