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9.

Konstrukcja procesu Wienera za pomocg funkcji Haara.

Dlam=0,1,..., k=1,2,...,2™ definiujemy funkcje Haara

2k—2 2k—1
2m/27 2m+1 < t < 2m+17
2k—1 2k
Hme(t) = _2m/2’ gt < U gprs

0, poza tym .

Narysuj wykresy kilku funkcji H,, k.

. Wytlumacz, ze n = 2™ + k liniowo porzadkuje H,, = Hy, 5, n =2,3,.... Niech H,(t) = 1.

Sprawdz, ze {H,} sa baza ortonormalna w L?([0,1],dz) (tzw. baza Haara), i zachodzi réwnosé
Parsevala: (f7 g) = ?Lo:0<f7 Hn)(97 Hn); dla f7 9 € L2[07 1]

Niech S, = [3 H,(z) dz. Narysuj wykresy kilku funkcji S, (t). Uzasadnij, ze 0 < S;(t) < 1 oraz
0<S,(t)<27™27t gdy 2" <n< 2™t m=0,1,....

(Komentarz: Funkcje (S,,) tworza baze Schaudera przestrzeni {f € C[0,1] : f(0) = 0}.)

1

. Jezeli ciag (a,) liczb rzeczywistych spelnia dla pewnego ¢ < 3 warunek a, = O(n®), to szereg

2
> anSy(t) jest jednostajnie zbiezny na odcinku [0, 1].

Jezeli X, jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie N(0,1), to

P(]X,| = O(y/logn)) =1.
(Tzn. dla prawie kazdego w istnieje stata M, taka, ze | X,| < M,+/logn, n = 3,4, ....)

Niech (X,,) bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych o rozktadzie N(0,1). Szereg losowy
> X (w)Sn(t) == Wi(w)
n=1

jest zbiezny prawie na pewno, a funkcja [0, 1] 5 t — W, jest ciagta.

. Powyzszy proces (W;)o<i<1 jest procesem Wienera na [0, 1] tzn.:

(a) Wo =0,

(b) przyrosty procesu W sa niezalezne,

(c) rozktady przyrostéow W (t) — W (s) sa normalne N(0,t —s) dla 0 < s <t <1,
(d) trajektorie procesu W sa ciagte.

Wskazowka: Wykaz dla s < t niezaleznos¢ W (s)—W (0) i W (t)—W (s), wykorzystujac niezaleznosé
zmiennych X, i wlasno$¢ Parsevala uktadu Haara.

Jak otrzymaé teraz proces Wienera na przedziale czasu [0, 0o]?

Komentarz: Podobna konstrukcje, ale oparta na uktadzie trygonometrycznym, czyli funkcjach sin(nt)
i cos(nt), podat Norbert Wiener w roku 1926. Rachunki potrzebne do udowodnienia analogicznego
wyniku byty niezwykle zawite. Pomyst wykorzystania bazy Haara pochodzi od Zbigniewa Ciesielskiego.



