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. Niech f(x) = ||z]|? (gdzie € R™ z norma euklidesowa). Zauwaz, ze jedynym punktem stacjonarnym tej funkcji jest
x* = 0. Zastosuj do niej metode najszybszego spadku ze stata dlugoscia kroku oy = . Pokaz, ze dla dowolnego punktu
startowego xg jest ona zbiezna do x* w skonczonej liczbie krokéw lub nie jest zbiezna w ogdle.

. Sprawdz, ze funkcja f(x) = In(e® 4+ e~*) ma dokladnie jedno minimum z* = 0. Udowodnij, ze metoda Newtona ze stala
dhugoscia kroku « nie jest zbiezna do z* dla dowolnego zg # x*, jesli warto$é¢ a jest zbyt duza.

. Rozwaz funkcje f(z,y) = 22 + 4oy — 2y

(a) Zauwaz, ze ma ona dokladnie jeden punkt stacjonarny, ktéry nie jest minimum lokalnym ani maksimum lokalnym.

(b) Pokaz, ze jesli (zo,y0) = a(2,1), to metoda najszybszego spadku ze stala dlugoscia kroku « jest zbiezna wtedy i
tylko wtedy, gdy o € (0, 1].

(¢) Pokaz, ze jesli (xg,y0) = b(1,—2), to metoda najszybszego spadku ze stala dlugosciag kroku « jest zbiezna wtedy i
tylko wtedy, gdy o € [f%, O). Oczywiscie z definicji a > 0. Co zatem oznacza uzyskany wynik?

(d) Pokaz, ze jesli (xo,y0) = a(2,1) + b(1,—2), a,b # 0, to metoda najszybszego spadku nie jest zbiezna dla zadnej
(stalej) wartosci a.

(e) Oblicz wartosci i wektory wlasne dla macierzy definiujacej forme kwadratowa f(z,y). Korzystajac z uzyskanych wy-
nikéw wyttumacz, skad si¢ bierze szczegdlne zachowanie metody najwiekszego spadku w przypadkach z podpunktéw
(b) i (c).

(f) Jaka warto$¢ kroku bylaby wybrana w podpunktach (b), (c) i (d), gdyby wybér byl dokonany w sposéb optymalny?
Czy metoda bylaby wtedy zbiezna?

. Pokaz, ze je$li f : R™ — R jest funkcja wypukla posiadajaca dokladnie jedno minimum z*, to dowolna metoda gra-
dientowa spelniajaca zalozenia twierdzenia o zbiezno$ci metod gradientowych z wyktadu bedzie dla dowolnego punktu
startowego x( zbiezna do z*.

Wskazéwka: Zacznij od pokazania, ze zbiér poziomicowy {x € R™ : f(x) < f(xo)} jest zwarty (czyli domkniety i
ograniczony).

. Pokaz, ze zalozenie (A) twierdzenia o zbieznos$ci metod gradientowych z wykladu jest spelnione

(a) dla metody najszybszego spadku, gdy V f jest funkcja ciagla;

(b) dla metody Newtona, gdy V2 f(z) ma dla dowolnego x € R™ warto$ci wlasne ograniczone z géry przez pewna stala
M.

. Niech f : R®™ — R bedzie funkcjg kwadratows wypukla. Udowodnij, ze optymalna dtugos$¢ kroku dla metody najszybszego
spadku moze by¢ obliczona ze wzoru
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. Zastosuj metode najszybszego spadku z optymalnym wyborem diugosci kroku do funkcji

qp =

fz,y) =22% — 2wy + y* + 22 — 2y.

Pokaz indukeyjnie, ze dla (zo,y0) = (0,0), (zar, y2) = (0,1 — z¢). Korzystajac z otrzymanego ciagu przyblizen, wskaz
minimum tej funkcji.

. Udowodnij, ze jesli {zk}gozo jest ciagiem krokéw metody najszybszego spadku z optymalnym wyborem dlugosci kroku
ay, dla dowolnej zadanej funkcji rézniczkowalnej w sposéb ciagly f : R® — R, wowczas dla kazdego k wektor xp o — k11
jest ortogonalny do wektora xx41 — .

. Rozwaz problem

Znajdz minimum f(@1,22) = 2(21 — 3)% + 2 (22 — 4)?
przy ograniczeniach —z; 4z < 2

1+ 222 <7

2931 — T2 < 4

$1>0,$2>0

(a) Rozwiaz go, stosujac metode Franka-Wolfe’a z krokiem «y, obliczanym w sposéb optymalny.

(b) Rozwiaz go ponownie, stosujac metode rzutowania gradientu dla s = 1 oraz «y, obliczanego w sposéb optymalny.

W obu przypadkach zaznacz kolejne iteracje na rysunku.
Wskazéwka: W obu przypadkach minimum bedzie znalezione w skoniczonej (i niewielkiej) liczbie krokéw.



