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Klasyczny problem izoperymetryczny

Sposréd wszystkich ograniczonych pfaskich figur o zadanym
obwodzie znalez¢ te, ktéra ma najwieksze pole.
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Klasyczny problem izoperymetryczny

Sposréd wszystkich ograniczonych ptaskich figur o zadanym
obwodZzie znalezé te, ktéra ma najwieksze pole.

Figura (nietrywialna) o najmniejszym polu nie istnieje, wystarczy
rozwazy¢ prostokaty o zadanym obwodzie.
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Klasyczny problem izoperymetryczny

Sposréd wszystkich ograniczonych pfaskich figur o zadanym
obwodzie znalez¢ te, ktéra ma najwieksze pole.

Figura (nietrywialna) o najmniejszym polu nie istnieje, wystarczy
rozwazy¢ prostokaty o zadanym obwodzie.

Izos = réwny, taki sam perimetros = obwdd
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Co o izoperymetrii wiedzieli starozytni?

Mickiewicz w Panu Tadeuszu wspomina o historii podanej przez
Wergiliusza:

Gdy ksiezniczka Dydona przybyta statkiem z gromada poddanych
do pewnego ladu i poprosita o darowanie jej pewnego obszaru
ziemi, dano jej wotowa skére i powiedziano, ze dostanie tyle ziemi,
ile przykryje ta skéra.
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Co o izoperymetrii wiedzieli starozytni?

Mickiewicz w Panu Tadeuszu wspomina o historii podanej przez
Wergiliusza:

Gdy ksiezniczka Dydona przybyta statkiem z gromada poddanych
do pewnego ladu i poprosita o darowanie jej pewnego obszaru
ziemi, dano jej wotowa skére i powiedziano, ze dostanie tyle ziemi,
ile przykryje ta skéra.

Co zrobita Dydona? Zapewne za sprawa madrych doradcéw pocieta
skére, splotta z nich sznurek i zatoczyta nim koto.
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Jak jest w trzech wymiarach?

Problem izoperymetryczny w przestrzeni:

Sposréd wszystkich bryt o zadanym polu powierzchni znalez¢ te,
ktéra ma najwiekszg objetos¢
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Jak jest w trzech wymiarach?

Problem izoperymetryczny w przestrzeni:

Sposréd wszystkich bryt o zadanym polu powierzchni znalez¢ te,
ktéra ma najwiekszg objetos¢

rozwigzujemy podswiadomie, gdy jest nam zimno.
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Jak jest w trzech wymiarach?

Formalnie rozwigzujemy wtedy problem nieco inny (problem
dualny):

Kulimy sie, bo, nie mogac zmniejszy¢ objetosci, chcemy miec jak
najmniejsza powierzchnie (bo przez nig tracimy ciepto).

Zauwazmy, ze wyrazenie kuli¢ sie daje odpowiedZ na pytanie,
zawarte w problemie izoperymetrycznym.
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Problem dualny

Problem izoperymetryczny:
Sposréd wszystkich figur ptaskich o zadanym obwodzie znalez¢ te,
ktéra ma najwieksze pole.

Problem dualny:
Spoéréd wszystkich figur ptaskich o zadanym polu znalez¢ te, ktéra
ma najmniejszy obwdd.

Czy sg réwnowazne?
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Réwnowaznos¢ obu probleméw

Oba problemy sg réwnowazne, gdyz kazdy z nich jest réownowazny
ponizszej nierdwnosci:
Niech L oznacza obwdd, P za$ pole figury ptaskiej. Wtedy

4P
1z St

czyli

4P < L2
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Zwiazek pola i obwodu

W przypadku figur ,regularnych”, np. wielokatéw czy kota, obwdd
mozna obliczy¢, znajac pola ,e-otoczek”.

Niech K bedzie taka figura, okreslamy e-otoczke zbioru K jako

K. = {x : d(x,K) < €}. Niech X\ oznacza ptaska miare Lebesgue’a.
Wéwczas

L = lim M) = AK)
e—0 I3

Na przyktad dla kota na ptaszczyznie mamy %(TFF2) = 27r, adla

; cd 4,3\ 2
kuli w przestrzeni J.(37r°) = 4mre.

Tomasz Zak Izoperymetria gaussowska



Nieréwnos¢ Bruna-Minkowskiego

Niech A, B beda niepustymi zwartymi podzbiorami R". OkresImy
A+B={x+y:x€A ye B} Wbwczas

(AA+ B)Y™ = (AANY" + (A(B)M",
przy czym réwnos$¢ zachodzi tylko, gdy A i B s3 jednoktadne.
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Nieréwnos¢ Bruna-Minkowskiego

Niech A, B beda niepustymi zwartymi podzbiorami R”. Okre$Imy
A+B={x+y:x€A ye B} Wbwczas

(AA+ B)Y™ = (AANY" + (A(B)M",
przy czym réwnos¢ zachodzi tylko, gdy A i B s3 jednoktadne.

Dowéd polega na wykazaniu, ze funkcja A — (A(A))Y/" jest
wklesta, tzn. dla0 <t <1

(AtA + (1 — £)B)Y" > t(A(ANY" + (1 — £)(A(B))/".
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Nierownos¢ Bruna-Minkowskiego implikuje nieréwnosc

izoperymetryczna

Niech B = B(e) bedzie kulg o promieniu e. Wtedy A+ B(e) = A.
i na mocy nieréwnosci Bruna-Minkowskiego mamy

L i MAD =R AT+ ABEDYM" — MA) _

e—0 I e—0 £

(AAY" + Che)" — A(A)

lim =
e—0 e
(n—1)/n _
iy MA) + nCreA(A) +o(e) = AMA) _ nCA(A) =D/
e— g

Stad dla n = 2, po oznaczeniu P = A(A), mamy

L>2GVP, czyli L?>4xnP.
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Jak to jest na sferze?

Niech C bedzie krzywa zamknieta, bez samoprzecieé, lezaca na
sferze o promieniu jeden w R3. Oznaczmy przez P pole figury
ograniczonej krzywa C, a przez L dtugos¢ tej krzywej. Paul Lévy
wykazat, ze wéwczas

[2> P(4r — P).

W szczegdlnosci, nie jest wazne, ktéra z dwdch czesci sfery jest
figura ograniczong konturem C".
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Miara gaussowska

W rachunku prawdopodobienstwa jednym z najwazniejszych
rozktadow w R” jest rozktad normalny. Standardowy rozkfad
normalny 7, ma gestos¢

F(Xy oo ) = e O]

(vV2m)" '

Nasuwa sie naturalne pytanie: jakie borelowskie podzbiory R” maja
wtasnosci ekstremalne w sensie izoperymetrii?
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Miara gaussowska

Niech A bedzie dowolnym zbiorem borelowskim w R"”, A. jego
otoczka. Okreslmy ,,gaussowska miare brzegu A" wzorem
L(A) — lim Yn(Ae) — 'Yn(A).
e—0 £
Rozwazmy rodzine wszystkich borelowskich podzbioréw A o
ustalonej mierze, np. y,(A) = . Dla jakiego zbioru z tej rodziny
L(A) jest najmniejsze?
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Miara Lebesgue'a a miara probabilistyczna

Poniewaz miara gaussowska zadnego zbioru borelowskiego nie
przekracza jedynki, wiec ma sens rozwazanie zbioréw
nieograniczonych.

| rzeczywiscie, w roku 1974 V.N. Sudakow z B.S. Cirelsonem i

niezaleznie od nich C. Borell wykazali, ze

Sposréd wszystkich wypuktych borelowskich podzbioréw R" o
ustalonej mierze 0 < o« < 1 najmniejsza , gaussowska miare
brzegu” ma pétprzestrzen, tzn. zbiér {x € R" : x, > a}.
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Oba dowody polegaty na wykorzystaniu pewnych nieréwnosci.

Na przyktad Sudakow i Cirelson wykazali, ze jesli C jest zbiorem
wypuktym, a H pétprzestrzeniag w R”, dla ktérej v,(C) = v,(H),
to dla A > 1 zachodzi nieréwnos¢

n(AC) = Ya(AH).

Podobna nieréwnos¢ udowodnit i zastosowat w swoim dowodzie
Borell.

Powyzsza nieréwnos¢ jest rdbwnowazna nastepujacej: niech

(t) = [* \/1—7( e /2 dx. Wtedy dla A > 1 zachodzi nieréwno$é

_1(7,,()\C)) > )‘(I)_l('Yn(C))'
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A w klasie zbioréw symetrycznych?

Poniewaz odpowiedz jest tak inna niz dla miary Lebesgue’'a — w
szczegdblnosci zbidr nie jest symetryczny, pojawia sie pytanie:

Jaki zbiér ma wtasno$¢ ,,minimalnosci miary brzegu” w klasie
zbioréw wypuktych symetrycznych, tzn. A = —A?
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Czesciowa odpowiedz

S. Kwapien, J. Sawa (Studia Mathematica, 1993):

Na pfaszczyznie takim zbiorem jest pas P = {(x,y) : |x| < a}.

Przy dodatkowym technicznym zatozeniu o ,symetrii A ze wzgledu
na 7", twierdzenie zachodzi nawet w przestrzeniach Banacha.
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Pas jest ekstremalny w R", n > 2

W przypadku ogdlnym dowdd podali R. Latata i K. Oleszkiewicz
(Annals of Probability, 1999)

Twierdzenie:
W klasie symetrycznych borelowskich zbioréw wypuktych A C R" o

zadanej mierze gaussowskiej 0 < o < 1 zachodzi nieréwnosc:
Jesli yn(A) = a = v,(P), to dla wszystkich A > 1

Tn(AA) Z Yn(AP).

Whiosek:
. (M) =y (A) . y(AP) —~(P)
PR e et LA M w
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Nieréwnos¢ Ehrharda

Niech ®(t) oznacza dystrybuante jednowymiarowej zmiennej

gaussowskiej: ®(t) = % It e /sdx.
Woéwczas dla kazdego A € [0, 1] i dowolnych zbioréw borelowskich

A, B C R" zachodzi nieréwno$é

ot (fy,,()\A + (1 - )\)B)) >\t (fyn(A)) +(1-1)o! (%(B)> .

Uwagi:

1. Ehrhard dowiédt tego w roku 1983 dla zbioréw wypuktych,
potem w 1996 Latata przy zatozeniu, ze jeden z nich jest wypukty,
w koncu Borell w 2003 dla dowolnych borelowskich.

2. Nieréwnos¢ ta méwi, ze odpowiednig ,skala” w przypadku miary
gaussowskiej jest ®~1; dla miary Lebesgue’'a byt to n-ty
pierwiastek A\(A)Y/".
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Dowéd twierdzenia dla zbioréw o matej srednicy

Przypomnijmy:

W klasie symetrycznych zbioréw borelowskich A C R" o zadanej
mierze gaussowskiej 0 < o < 1 zachodzi nieréwnosc: jesli
Yn(A) = a = yp(P), to dla wszystkich A > 1

’Yn(AA) Z ’Yn()‘P)-
Dla t > 0 okre$lmy Fg(t) = vn(tB). Powyzsze twierdzenie jest
réwnowazne zdaniu:

Jesli yn(A) = oo = yn(P), to wykresy funkcji Fa(t) oraz Fp(t)
przecinaja sie tylko w punkcie t = 1, przy czym Fy(1) > Fp(1).
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Dowéd twierdzenia dla zbioréw o matej srednicy

Niech B bedzie borelowskim zbiorem symetrycznym, a g(x)
gestoscia miary gaussowskiej v,. Wtedy

FB(t):/ gx)dx=|x=t-u, dx=1t"-du| = t"/ g(tu) du,
tB B
skad
dFB(t) _ d n nfl/ _
il —/Bag(tu) du-t" + nt Bg(tu) duli—1 =
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Dowéd twierdzenia dla zbioréw o matej srednicy

= n/ g(u) du—}—/(—Ztu,-z)e*%Zin:l W |y =
B B =1

nFa() = [ |ufe 3 du,

zatem twierdzenie zachodzi dla zbioru A i pasa P, gdy

/ |u|2e*%|”‘2 du > / |u|ze’%|”‘2 du.
P A
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Dowéd twierdzenia dla zbioréw o matej srednicy

/|u|2e—%u\2 du>/\u\2e—%lu\2 du.
P A

Dla zbioréw symetrycznych A o Srednicy mnigjszej niz 2/n — 1
(czyli zawartych w kuli o B(0, /n — 1)) mamy

[ u2e P du < (n = 1)),
A

natomiast
n—1
L|U|Ze—%|u|2 du > Z/Puize_%hlh du > (n— 1)’)/(/3),
i=2

wiec jesli diam(A) < 24/n — 1, to powyzsza nieréwnos¢ jest
spetniona, a zatem twierdzenie zachodzi dla podzbioréw R"
zawartych w kuli o promieniu v/n — 1.

Tomasz Zak Izoperymetria gaussowska



