Analiza matematyczna 2A (USPO)

Opracowanie: dr Marian Gewert, dr Zbigniew Skoczylas

Cwiczenia 1

1.1. Korzystajac z deﬁnicji zbadaé¢ zbieznos¢ catek niewlaéciwych I rodzaju:

T da Ve dz 7
(a)/wQ—w; (b )/x—i—l (c) /xcosxdw;
4 2
T e vdr 7 dx 7
d) [ —; — (f 2% d.
@ [ F= © [ g [ e

1.2. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbada¢ zbieznosé calek niewlasciwych I rodzaju:

yi dx ' T da ' Oox(ac +1)dx
@ /mv ) /mv © [T

1
o OO o
(2*+1) m—i—smx (34 cosz)dx
@ [Ernde ) Farmai ot
3T +1 VT +3
0 ™ 4
1.3. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbada¢ zbieznos¢ catek niewlasciwych I rodzaju:
OO(\/E—i— 1) dzx T 2?de T T 1 T oa?de
WIF) ) [ L2 Y1) de; (@ [sin? > de /7
<a>1/ iy O e © 2/(e ) dz; >1/sm 2 O
1

1.4. (a) Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa y = oraz osig Ox.

2249
(b) Obliczy¢ objetosé bryly powstalej z obrotu wokét osi Oz obszaru

D:{(;c,y)eR?: 0<x,0<y<e*l‘}.

1
(c) Uzasadnié, ze pole powierzchni powstalej z obrotu wykresu funkcji y = P (x > 1) wokél osi Ox
/T

ma skoniczong wartosé.

Cwiczenia 2

2.1. Znalez¢ sumy cze$ciowe podanych szeregéw i nast(gpnie zbadaé ich zbieznosé:
— (5)" ad 1 n—1

WX (E) Oy OX S OY o
“—\6 =n?+3n+2 = nl n+1 +\/—

2.2. Korzystajac z kryterium catkowego zbadaé zbieznosé szereg(')vv'

()i 1 (b)in—l ()ilnn Z )i en
a RS 3 ; C 5 /m+ 1 e w2n 1 1°
n:ln +9 n:2n +n n:2n nyn+1 n:0€n+1
2.3. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadac zbieznosé szeregéw:
> 3n+1 > \/n2 2" 4 e > 3+n
(a) Z 3 ; (b) Z Z sin n’ Z n n; (e) Z n n’
= ne+2 = —|—2 2 =€ +4 3t +2



2.4. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé zbiezno$¢ szeregdw:

X on?42 X n?24+1 X e —1
_c e . b v 72, .
(a)nzl 2n6—1’ ();n4+1a (C)ngl?)n_la
> > 51n—2 X nl41
(d) > 4" (1437"); (e) ), —% () -
7;) ( ) ,;2 sin ,;O(n+2)!
n

2.5. Korzystaj@c zZ kryterium d’Alemberta zbadaé zbieznosc¢ szeregévv'

2024" | > nl X ph
- . d
z:: 27144-1’ (C)nz:;n"’ ( )nzjlwnn“ ot

2.6. Korzystaj@c z kryterium Cauchy’ego zbadaé zbieZnoéc’ szeregow:

b : d tg —— | .
z s )Y S © % e (@) ) (wets )

n=1 n=1 n:l n=1

Cwiczenia 3

3.1. Wykazaé zbieznosé odpowiedniego szeregu i nastepnie na podstawie warunku koniecznego zbiez-
nosci szeregéw uzasadnié¢ podane rownosci:
2024 o R (3n)!(4n)!

. - . —_— . _— = N * i
(@) g, g =0 () Jim e =0 () Jim, Sy = oo (49 i, 5 ian)

=0.

3.2. Korzystajac z twierdzenia Leibniza uzasadni¢ zbiezno$¢ szeregdw:

@ Y (VT ) () () e @ s S @ eyl
n=0 n=0 n=4 n=1 :

3.3. Zbadac zbieznosé oraz zbiezno$c¢ bezwzgledna szeregow:

> (—1)" o (-1)"n_ > —2n \" > (1) (e > sinn
@Y gy O g @X (575) ¢ @ DCUN A @ X

n=1 n=1

3.4. Wyznaczy¢ przedzialy zbieznosci szereg()w pot@gowych'

= (z—1)" el )" = (2 n = n(x n
a)Z%; (b) 2(433_12 Z (d) (22 +6)" (e)zu.

Cwiczenia 4

4.1. Znalezé szeregi Maclaurina podanych funkcji i okresli¢ przedzialty ich zbieznosci:

(a)

L. (b) f ()27:13. (d)xi?’ () sh (f)‘-2
11—z 51n2, c) x"e 7, 16—|—:r32’ e) cosh x; sm- x.

4.2. Korzystajac z rozwinie¢ Maclaurina funkcji elementarnych obliczy¢:

(a) f(50)(0), f(z) = 22 cos x; (b) f(QO)(O), f(z) =xe™™;

3 Y
(c) fID(0), f(z) = 11 22 (@) f490), f(z) = xsin? 5

4.3. Korzystajac z twierdzenia o rézniczkowaniu lub catkowaniu szeregéw potegowych wyznaczyé
szeregi Maclaurina funkcji:

(a) f(z) =

2

T O f@=2s (9 f@)=m(1+22); () f(x) =arctga.



4.4. Wykorzystujac twierdzenia o rézniczkowaniu lub catkowaniu szeregéw potegowych pokazaé, ze
dla kazdego = € (—1,1) prawdziwe sa réwnosci:

4.5. Obliczy¢ sumy szeregdéw liczbowych:
> 1 = 2n—1 = n(n+1) > n
WX o WX ot oS

Wsk. Wykorzystaé¢ réwnosci z poprzedniego zadania.

Cwiczenia 5

5.1. Wyznaczy¢ i narysowa¢ dziedziny naturalne funkcji:

_ 72
(@) Slay) =mnly —sinx) () fley) =L (© fa) =
2242 —
(d) f(z,y) =In #2/2_525 () g(z,y,z) =V +vV2—2z (f) g(z,y,2) = arccos (m2 +y? 422 — 9)_

5.2. Wykresy (a), (b), (c) polaczyé¢ z odpowiadajacymi im poziomicami (A), (B), (C) wykonanymi

5.3. Naszkicowa¢ wykresy funkcji:
(a) f(z,y) =1-2/a®+y* (b) f(x7y):\/3—2w—m2—y2; (¢) fla,y) = a® + 22 +y* — 6y + 3;
(d) f(xay) = COS T; (e) f(x7y):1_y2; (f*) f(xay) =V y2—1'2.

5.4* Obliczy¢ granice:

sin (2% — y*) 1 —cos (z? +y?)

a im ; (b im

® oo a7+ ®) epSoo) (22 +12)°

(c) lim LyQ (d) lim  z%cos
(@)= (0,0) %+ y?’ (2,5)—(0,0) a4yt

Cwiczenia 6

6.1. Korzystajac z definicji obliczyé pochodne czastkowe pierwszego rzedu f), fg’/ funkcji f we wska-
zanych punktach:



2

x
(a) f(z,y) = e (0,1);  (b) f(z,y) = /2% +y%,  (0,0).
6.2. Obliczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkeji:

_:c2+y3. _ 1_$y' _ cos%'
(a) f(x,y) - ny ’ (b) f(xay) - arctg T4y ’ (C) f(xay) =€ )

(@) f(z,y) =yy2? +y% (o) f(z,y) =In (\/962 +y? - m); (f) g(z,y,2) = 2* + % +yz*;
(8) 9(x,y,2) = (h) g(z,y,2) = cos (zsin (ycos z)); (i) g(z,y,2) = \/ﬂc2 +VyE+ V2 + L

y2+22’

6.3. Sprawdzié, ze funkcja f spelnia podane réwnanie:

() fw) = (2 oy +9?), afitufy=2 ) f@ey) = Vasn L wfltup =1

5.
6.4. Napisa¢ rownania plaszczyzn stycznych do wykreséw podanych funkcji we wskazanych punktach
wykresu:
9 et arcsinx 1 V3
(a) z=ua"\y+1, (1,3520); (b) z=¢€ y? (25_1520); (C) R= 5 5 370 |5
arc cos y 2° 2
(d) z = (24 z — 3y)*, punkt wspélny wykresu i osi Oz;

(e) z = e*MY — e*¥, punkt wspdlny wykresu i osi Oz.

x
6.5. (a) Na wykresie funkcji z = arc tg — wskazaé¢ punkty, w ktérych plaszczyzna styczna jest réwno-
Yy
legta do ptaszczyzny = +y — 2 = 5.
(b) Wyznaczy¢ réwnanie plaszczyzny stycznej do wykresu funkcji z = z? 4+ y?, ktéra jest prostopadla
z

do prostej x =y = ok

Cwiczenia 7

7.1. Wykorzystujac rézniczke funkcji obliczy¢ przyblizone warto$ci wyrazen:

(a) (1.02)2 - (0.997)%  (b) {/(3.08)3 + (4.04)3 + (5.05)%  (c) 297 ™% (d)

cos 0.05
1.96 °

7.2. (a) Wysoko$¢ i promien podstawy walca zmierzono z dokladnoscia +1mm. Otrzymano h =
350 mm oraz r = 145 mm. Z jaka w przyblizeniu doktadnoscig mozna obliczy¢ objetosé¢ V' tego walca?
(b) Krawedzie prostopadloscianu maja dlugosci @ = 3m, b = 4m, ¢ = 12m. Obliczyé w przyblizeniu,
jak zmieni sie dtugo$¢ przekatnej prostopadtoscianu d, jezeli dtugosci wszystkich krawedzi zwiekszymy
0 2cm.

(c) Oszacowaé¢ blad wzgledny dy objetosci prostopadlosciamu V), jezeli pomiaru jego bokéw z,y, z
dokonano z dokladnoscig odpowiednio 0z, dy, J..

7.3. Korzystajac z definicji obliczy¢ pochodne kierunkowe podanych funkcji we wskazanych punktach
i kierunkach:

(a) f@.y) = V22 + 42, (20,50) = (0,0), v = (? ;)

(b) F,y) = Y25, (0.m0) = (1,0), v = (? g)

7.4. Obliczy¢ gradienty podanych funkcji we wskazanych punktach:



(a) f(z,y) = 2% + zy? + 2, (1,-2); (b) f(z,y) =In(x+1Iny), (e1);

(e) flz,y) = (1 +ay)’, (0,0); (d) g(z,y,2) = zy/y — e Iny, (0,1,0);
(© glesy ) = oy (OLm)s (D gley2) = 2+ y+VE (L),

7.5. Obliczy¢ pochodne kierunkowe podanych funkcji we wskazanych punktach i kierunkach:

2 21
(C) 9(957% Z) = eJ:Qy_Za (x07y07 ZO) = (_17 17 ) _1)7 V= <_7 a9 _> .

37 33
7.6. (a) Obliczy¢ pochodng kierunkows funkeji f(z,y) = y — 2% + 2In(xy) w punkcie (—1/2, —1) w
kierunku wersora v tworzacego kat a z dodatnig czescig osi Ox. Dla jakiego kata a pochodna ta ma
wartos¢ 0, a dla jakiego przyjmuje wartos¢ najwieksza?
(b) Wyznaczy¢ wersory v, w kierunku ktérych funkcja f(z,y) = ve* (x + y2) w punkcie (0,2) ma
pochodna kierunkowa réwna 0.

Cwiczenia 8

8.1. Obliczy¢ wszystkie pochodne czaskowe rzedu drugiego funkeji:
3
Y
(a) f(z,y) =cos (a2 +12);  (b) f(z,y) = ye™; (0) f(z,y) = 2” + =
x
(d) f(z,y) =yln " (e) gz, y,2) =y (1 +a®+ 22); (f) g(z,y,2) =In (w +yP 42+ 1)
Zauwazy¢, ze odpowiednie pochodne czaskowe mieszane sg réwne.

8.2. Sprawdzi¢, ze podane funkcje spelniaja warunek (réwnanie Laplace’a) fy, + f,, = 0:

(@) fle.y) =mete T () f@y) =l (2 49%); (©) flr.y) = cosweoshy.

8.3. Znalezé ekstrema lokalne funkeji:

(a) f(z,y) = 2® + 3zy? — 5l — 24y; (b) fz,y) = ze ¥ + % +eY;

(c) flz,y) = 2?12~z —y) (2, > 0);  (d) flz,y) =yVo —y* —a +6y;
(e) f(z,y) =" +y” = Buy; () flz,y) = % + g +y (z,y >0);
(g) f(z,y) = zy +Iny + 27 (h) f(z,y) = €52 4 V0 4 (OH.
(

i) fz,y) =€ V(5 — 2z +y).

8.4. Wyznaczy¢ ekstrema podanych funkcji, ktérych argumenty spetniajg wskazane warunki:
(a) flz,y) =2® +9% Be+2y=6;  (b) f(w,y) =2’ +y° -8z +10, w—y’+1=0;
(¢) flz,y) =a*y+Inz, Sx+3y=0; (d) flz,y)=22+3y, 2°+y>°=1

Cwiczenia 9

9.1. Znalez¢ najmniejsze i najwigksze wartosci podanych funkcji na wskazanych zbiorach lub w ich
dziedzinach naturalnych:



(a) f(z,y) = 20° + 42? + y? — 2wy, D = {(z,y) € R? :2? <y < 4;

(b) f(z,y) = \/y—w2+\/ —y% (o) flz,y) = VI—a2? + /4 — (2% +y);
(d) f(z,y) = 2* —y*, D - tréjkat o wierzchotkach (0,1), (0,2), (1,2);

(e) fla,y) =2 +y*, D ={(z,y) € R : 2 + % < 9};

(

) f(2,9) = (@ + )™, D ={(z,y) eR?: 2> 0,y > 0}.

9.2. W tréjkacie o wierzchotkach A = (—1,5), B = (1,4), C' = (2, —3) znalezé¢ punkt M = (xq,yo),
dla ktérego suma kwadratéow jego odlegltosci od wierzchotkéw jest najmniejsza.

9.3. Jakie powinny by¢ dlugosé a, szeroko$¢ b i wysokosé h prostopadlosciennej otwartej wanny o
pojemnoéci V', aby ilosé blachy zuzytej do jej zrobienia byta najmniejsza?

9.4. Znalez¢ odleglo$¢ miedzy prostymi skosnymi:

o - r+y—1=0, I r—y+3=0,
1 z4+1=0, 1 z—2=0.

9.5. Prostopadlo$cienny magazyn ma mie¢ objetoéé V = 216 m?. Do budowy $cian magazynu uzywane
s plyty w cenie 30zt/m?2, do budowy podlogi w cenie 40zt/m?, a sufitu w cenie 20 zt/m?2. Znalez¢
dhugosé a, szerokos¢ b i wysoko$é ¢ magazynu, ktorego koszt budowy bedzie najmniejszy.

9.6. Firma produkuje drzwi wewnetrzne i zewnetrzne. Nastepnie sprzedaje je odpowiednio po 500
zt 1 2000 zt za sztuke. Koszt wyprodukowania x sztuk drzwi wewnetrznych i y zewnetrznych wynosi
K(z,y) = 2*—zy+y? [2}]. Ile sztuk drzwi kazdego rodzaju powinna wyprodukowaé firma, aby osiggnaé
najwiekszy zysk?

9.7. Na paraboli y = 2%/2 wyznaczy¢ punkt, ktérego odleglosé od punktu P = (4,1) jest najmniejsza.

Cwiczenia 10

10.1. Obliczyé¢ catki podwéjne po wskazanych prostokatach:

a)//(x+:cy—x2—2y) dedy, R=1[0,1] x [0, 1]; (b)//xdyﬁdy, R=[1,2] x [2,4]:
R

// oo R=[0,2] x [0,1]; (d) // (wsin(wy)) dedy, R =0, 1] x [r, 2];

(x+y+1)3 s
dzxd
) [[ e vandy, B =01 x[-10 /R BRI R
R R
10.2. Obliczy¢ calki iterowane:
Va—z2

2 a? 4 2 2 3 y
a) /dw/%dy; (b) /dw/xQ\/y—xdy; (c) /dx / (m3—|—y3) dy; (d) /dy/\/y2 + 16 dx.
1 T 1 z -2 0 0 0

Narysowaé obszary catkowania.

10.3. Narysowaé obszar catkowania, a nast(gpnie zmienié¢ kolejnoéé Calkowania w catkach:

||

/dx/fxydy, /dx / f(z,y) dy; /dx / f(z,y) dy;
-1

-1 —V2—22 Viz—z?
/ dy / @, y)dz; (e¥) / da Tf(w,y)dy, (f) / da /1 f(@,y)dy
™ cos T 1 Inz



10.4. Obliczyé¢ catki po obszarach normalnych ograniczonych wskazanymi krzywymi:

(a) //nydxdy, D:y=z y=2-az%
D

b 22y dzdy, D:y=-2, :1, ==z

( y dzdy y y=—.
D

(c)//e%dxdy, D:y=+yx, x=0, y=1/2, y=1
D

(d)//(wy—i—éle) dedy, D:y=z+3, y=2>+3c+3;
D

(e)//xzemydxdy, D:y=z y=1, x=0;
D
x dxdy
(f)//ma Dx:la .%':2, y==x, y:x\/g7
D
(g)//elﬂdxdy, D:y=0 y=2x xz=+VIn3;
D

(h)//(2x—3y—|—2)dacdy, D:y=0, y=mn, x=-1, x=siny.
D

Cwiczenia 11

11.1. Wprowadzajac wspoélrzedne biegunowe obliczyé¢ podane catki podwdjne po wskazanych obsza-
rach:

(a)//wydwdy, D:2?+y2<1, ——<y<V3r
/ V3
(b) //:Udexdy, D:1<2?2+42<2, >0

D

P2t dady, 220, y20, 24+2<1;

c 268 +Y” dad D 2 2

D
(d) //xdedy, D: 2%+ y? < 2y

D
(e)//(x2+y2) dady, D:y>0, y<a®+y’<u

D
(f)//ydxdy, D: 2?4+ y?< 2 (y <0);

D
(2) //sin (m2+y2) dzdy, D: 2?4+ y? < 7%

D

(h) //1n(1—|—x2+y2) dzdy, D:1<z>+y*<0.
D
Obszar D naszkicowaé we wspoirzednych kartezjanskich.

11.2. Obliczy¢ pola obszaréw ograniczonych krzywymi:



(2) y* =dz, 2 +y=3,y=0(y > 0); (b) 2® +y* =2y =0,2° +¢* —dy = 0;
(z+y=4a+y=8a-3y=0,z—-3y=>5 (d) z>+y*=2y, y =3z

11.3. Obliczyé objetosci bryl ograniczonych powierzchniami:

()Z — (@2 4y?), 2= P 13 (D) P+ P+ =42 =1 (2> 1);

()2’ 4+9?> =2y =0, z=2a2>+3° 2 =0; (d) z=5—-2>—¢% 2=1,2=4;

) (@—10°+@y-1)°=1z2=2y,2=0; (ff)2z=0"+1% y+2=4

Cwiczenia 12

12.1. Obliczyc’ pola plat(’)w
(a) z=a?+9y% 22 +9°<1; ) 2?2+ +22=R% 22 +4> -~ Rx<0,2>0 (R>0);

(€) 2= /2> +12, 1 <2 < 2

(d) czesé stery 2 + y? + 22 = 3 lezaca wewnatrz paraboloidy z = (xQ + y2) /2.

12.2. Znalez¢ polozenia $rodkéw masy obszaréw jednorodnych:
) D {(my)ERQ' 2<y<9}; (b)D:{(:U,y)€R2:0<x<w,0<y<sin2x};

(a
() D={(z,y) eR?:0 <z <1, ]y < e;

(d) D — tréjkat réwnoramienny o podstawie a i wysokosci h;
(e) D — tréjkat réwnoboczny o boku 2a, do ktérego dotaczono pétkole o promieniu a;
(f) D — kwadrat o boku 1, z ktérego wycieto pdtkole o Srednicy 1.

12.3. Obliczy¢é momenty bezwladnoéci obszaréw jednorodnych o masie M, wzgledem wskazanych osi
lub punktow:

(a) tréjkat réwnoboczny o boku a, podstawa,

b) odcinek paraboli o szerokosci a i wysokosci h, o symetrii;

c¢) kwadrat o boku a, przekatna;

(
(
(d) ¢wiartka kota o promieniu R, 0§ symetrii;
(e) koto o $rednicy d, srodek;

(

)
f) elipsa o pélosiach a, b, 0§ symetrii.

Cwiczenia 13

13.1. (a) Z pewnej substancji radioaktywnej po uplywie 4 lat zostalo 20 gram, a po uptywie dalszych
4 lat tylko 4 gramy. Wyznaczy¢ mase substancji w chwili poczatkowej.

(b) Polon-210 ma okres polowicznego zaniku réwny 140 dni. Znalezé mase tego pierwiastka po 100
dniach, jezeli jego masa poczatkowa wynosita 200 g.

(c) Okres polowicznego zaniku pewnego pierwiastka promieniotwérczego jest réwny 100 lat. Ile procent
masy poczatkowej tego pierwiastka pozostanie po: (i) 10, (ii) 50, (iii) 200 latach?

13.2. Scalkowaé réwnania rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych:
(a) yy' + 4t = 0; (b) dy = 2ty?dt; (c)t(y?—1) dt+y(t*—1) dy = 0;
(d) 2viy' =V1-y% ()Y =1+t+y+ty; () y' +dy=y(e ' +4).

13.3. Rozwiaza¢ zagadnienia poczatkowe dla rownan rézniczkowych o rozdzielonych zmiennych:



(a) y'sint =ylny, vy (g) =e¢; (b)) tv/1—y2+yv1—12dy =0, y(0)=1;
(c) t(y + 1)y =y, yle)=1; (d) ycostdt — (14 y?) dy =0, y(0)=1;

@y =y>(1+t), y0)=-2% (H)e'(y-1)=1 y(0)=0.

13.4. Rozwiaza¢ réwnania rézniczkowe liniowe niejednorodne:

(a) y +y=sint; (b)y +2ty=ct; (c)ty —2y=1t3cost;

(d) ty’ — 2y = 4t*;  (e) ty+e —ty' =0; (f) (2t + 1)y = 4t + 2y.

13.5. Wyznaczy¢ rozwigzania zagadnien poczatkowych dla réwnan liniowych niejednorodnych:
(a)y —y=1 y@3) =3 (b) y' = (y+1)sint, y(to) = yo;

)ty +y=t+1, y(1)=0; (d)y'sintcost=y+sin®t, y=(Z)=0.

13.6 * Znalez¢ krzywe (lezace w pierwszej ¢wiartce uktadu wspélrzednych), dla ktérych trapez OT SY
(rys.) ograniczony osiami ukladu wspélrzednych, styczna do krzywej i prosta prostopadla do osi Ot

przechodzaca przez punkt stycznosci ma pole state réwne 3.
y
A

V)

Cwiczenia 14

14.1. Korzystajac z definicji obliczy¢ transformaty Laplace’a funkcji:

(a) 2t — 1; (b) sin 2t; (c) t%
(d) te™?; (e) €%t cos 2t; (f) sinht;
LY y y
L =10 Loy a® L=
1 t 1 2 t ‘ 1 g

14.2. Korzystajac z transformat funkcji t"e™, e® sin 5t, e* cos Bt oraz wlasnoéci przeksztalcenia
Laplace’a wyznaczy¢ transformaty funkcji:

(a) 2t — cos 3t; (b) 1+ t%; (c) (t+2)e*
(d) 2sin2t +cost; (e) e 2 (1 4sint); (f) e’ (2cos3t — sin3t).

14.3. Wyznaczy¢ funkcje ciggle, ktérych transformaty Laplace’a maja postacé:

1 S 1
. b . .
(a)8+2’ ()52—{—45—1—5’ (c) s2—4s+ 3’
s+ 2 ) 241 ] s+ 9

@ e aery @ e Ooremrm

14.4. Wykorzystujac przeksztatcenie Laplace’a rozwiaza¢ zagadnienia poczatkowe:
()y’—yzl y(0) =1L )y—2y—smt y(0) = 0;

() y Ty =0,y0)=1,9(0) =1L d) y" +3y =, y(0) =0, y'(0) = —1;
(e) ¥ — 2y’ + 2y = sint, y(O) 0,v0)=1;, (H)y" —2y +y=1+t y(0) =0,y (0)=0;
(8)

(b
(
(
gy +4y +4y=1>y0)=0,4(0)=0; (h)y" +4y +13y=te", y(0) =0, y/(0) = 2.
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