Paradoksy nieskonczonosci

Wyobrazmy sobie sale, pelng ludzi siedzacych na krzestach. Jezeli na kazdym krzesle siedzi jedna
osoba, kazde krzesto jest zajete i nikt nie stoi, to oznacza to, ze krzeset i ludzi jest tyle samo.
Zauwazmy, ze poroOwnanie liczebnosci ludzi i krzeset odbyto sie tu bez pomocy liczb.

Ta prosta zasada pozwala porownywac liczebnos¢ zbioréw nieskonczonych. Rozwazmy dwie skale tem-
peratur: Celsjusza od 0 do 100 stopni i Fahrenheita od 32 stopni do 212 stopni. Pomiedzy punktami
obu skal istnieje idealna odpowiedniosé: temperaturze Celsjusza odpowiada temperatura Fahrenheita
i na odwrot. Wzor
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pozwala przelicza¢ stopnie Celsjusza C' na stopnie Fahrenheita F. Oznacza to, ze odcinki [0, 100]
oraz [32, 212] maja tyle samo punktéw. A przeciez wydawaltoby sie, ze dtuzszy odcinek ma ich wiecej!

Formalnie pojecie rownolicznosci okreslamy za pomoca funkcji. Powiemy, ze zbiory A oraz B sa
rownoliczne, gdy istnieje funkcja roznowartodciowa
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taka, ze zbiorem wartosci f jest caly zbidr B. Czesto takie funkcje opisywane sa stownie. Tylko

czasem da si¢ je wyrazi¢ za pomoca prostych wzorow.

To dos¢ zadziwiajace, ze dtuzszy odcinek ma tyle samo punktow co krotszy, ale z takimi paradoksami
zderzamy sie¢ stale, gdy mowa o zbiorach nieskonczonych. Oto kolejny przyktad: zbiér liczb catko-
witych jest rownoliczny ze zbiorem liczb naturalnych. Niech n oznacza liczbe naturalna 0,1,2,..., a ¢
catkowita 0, +1,£2, ...
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Latwo sprawdzi¢, ze kolejnym liczbom naturalnym 0, 1, 2, 3, 4, 5,... odpowiadaja liczby catkowite
0, =1, 1, =2, 2,...

Zbiory réwnoliczne z N nazywamy przeliczalnymi. Intuicyjnie zbior przeliczalny to taki, ktorego
elementy mozna ponumerowac liczbami naturalnymi.

] , gdzie [z] oznacza cze$¢ catkowia liczby x.

WidzieliSmy juz, ze zbiorem przeliczalnym jest zbior liczb catkowitych. Jeszcze dziwniejsze, ze zbiorem
przeliczalnym jest zbior punktow kratowych o obu wspotrzednych naturalnych. Poruszajac sie po
nieskonczonej tamanej, pokazanej na wyktadzie, mozemy kolejno wypisa¢ wszystkie takie punkty:.

Jezeli w punkcie A = (p,q) umiescimy utamek 2, to przekonamy sie, ze takze zbiér liczb wymier-

nych dodatnich jest przeliczalny. Oczywiscie po drodze musimy wykresla¢ niektore utamki, bo np. w
punkcie A = (2, 1) oraz w punkcie B = (4, 2) pojawia sie ulamki przedstawiajace te sama liczbe.

Mozna pokazaé, ze suma dwu zbiorow przeliczalnych tez jest zbiorem przeliczalnym. Wynika stad, ze
réwniez zbiér wszystkich (dodatnich i ujemnych) liczb wymiernych jest przeliczalny. A co ze zbiorem
liczb rzeczywistych? Okazuje sie. ze zbior liczb rzeczywistych nie jest przeliczalny. Udowodnimy
to metoda niewprost.

Zalézmy, ze zbior liczb rzeczywistych jest przeliczalny. Oznacza to, ze wszystkie liczby rzeczywiste
mozna ustawic¢ w cigg. Na przyktad taki. Dlaczego w kazdej z liczb podkresliliémy jedna cyfre, wyjasni
sie za chwile.

ap = 7,1235...
a; = 5,0316...
g = 0, 37Q1
as = 2,8189...



Pokazemy teraz, ze whrew zatozeniu ta lista nie moze zawiera¢ wszystkich liczb. W tym celu zbuduje-
my liczbe rzeczywista c, ktora nie wystepuje na tej liscie. Najpierw utworzmy liczbe, ktoérej kolejnymi
cyframi beda podkreslone cyfry.

A teraz zmienimy cyfry: wszystkie mate cyfry (mniejsze lub réowne 5) zastapmy przez 8, a cyfry duze
(wieksze od 5) zastapmy przez 1.

Widzimy, ze ¢ # ag, gdyz obie liczby roznig sie cyfra przed przecinkiem. Takze ¢ # ay, bo sie od
niej rézni na pierwszym miejscu po przecinku. Nie moze to byé¢ aq, gdyz rézni sie od niej na drugim
miejscu po przecinku itd. Ogoélnie. Nie moze by¢ ¢ = a,,, bo z okreslenia ¢ wynika, ze obie liczby na
pewno roznig sie na n—tym miejscu po przecinku: jezeli w a, jest na tym miejscu mata cyfra, to w
liczbie ¢ duza, a jezeli w a,, jest duza cyfra, to w ¢ mata. Tak wiec zalozenie, ze liczb rzeczywistych
jest przeliczalnie wiele prowadzi do sprzecznosci.

Odkrycie, ze zbior liczb rzeczywistych nie jest przeliczalny to dzielo Georga Cantora (1845-1918).
Z prac Cantora wyrosta cata osobna dyscyplina matematyczna — teoria mnogosci — zajmujaca si¢
badaniem zbiorow, gtownie nieskoniczonych. Odpowiednikiem pojecia liczebnosci zbioru jest w teorii
mnogosci moc zbioru czyli jego liczba kardynalna. Moc zbioru N oznaczamy pierwsza litera
alfabetu hebrajskiego Vg (czyt. alef zero), a moc zbioru liczb rzeczywistych R oznaczamy gotycka
litera ¢ (czyt. kontinuum). Liczby kardynalne zbioréw skonczonych to po prostu liczby naturalne.
Tak wiec znamy nastepujace liczby kardynalne:

Cantor sformutowal hipoteze, ze nie ma liczb kardynalnych pomiedzy Ny a c. Hipoteza ta znana
jest jako hipoteza continuum. Z hipotezy continuum wynikatoby, ze kazdy niskonczony podzbior
zbioru liczb rzeczywistych jest albo réwnoliczny z N (ma moc Ry) albo ze zbiorem R (i wéwczas
ma moc continuum). Hipoteza continuum pozostawata podstawowym problemem teorii mnogosci i
jednym z najwazniejszych nierozwigzanych probleméw matematyki przez ponad 80 lat. W roku 1963
amerykanski matematyk Paul Cohen wykazal, ze hipotezy continuum nie mozna ani udowodni¢ ani
obali¢. Oznacza to, ze intuicyjne wtasnosci zbioréw na jakich opieraja si¢ matematycy nie wystarcza
do rozstrzygania bardziej subtelnych pytan abstrakcyjnej matematyki. Od czaséw Cohena z taka
sytuacjg matematyka stykata sie wielokrotnie.

Wspomnijmy jeszcze, ze teoria mnogosci nalezy do tych dyscyplin matematycznych, w ktérych ogrom-
na role odegrala matematyka polska. Sposréd kilkudziesieciu nazwisk matematykéw polskich, jakie
weszly do historii teorii mnogosci wspomnijmy Sierpinskiego, Kuratowskiego, Tarskiego, Banacha,
Ulama, Steinhausa czy Mycielskiego.

Zadania
1. Jak pokazaé, ze kazde dwa okregi na pltaszczyznie sa rownoliczne?

2. Czy zbior liczb niewymiernych jest przeliczalny, czy nieprzeliczalny? Wskazéwka: Suma dwu zbio-
row przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym.

3. Uzasadnij, ze ptaszczyzny nie mozna pokry¢ przeliczalnym zbiorem prostych. Wskazdéwka: Rozwaz
prosta, o kierunku innym niz wszystkie pozostale.

4. Wykaz, ze po usunieciu z ptaszczyzny przeliczalnego zbioru punktéw plaszczyzna nie rozpadnie
sie. Wskazowka: Pokaz, ze kazde dwa punkty ,dziurawej ptaszczyzny” mozna potaczyé linig.



