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Btadzenia po kracie Z¢

Btadzenie losowe (spacer losowy) to podstawowy przyktad
tancucha Markowa, obowigzkowo pojawiajacy sie na jednym z
pierwszych wyktadéw o procesach stochastycznych.

Przypuéémy, ze czastka btadzi losowo w R po kracie punktéw o
wszystkich wspétrzednych catkowitych.

Btadzenie jest symetryczne, gdy z danego punktu czastka moze
skoczy¢ do jednego z 2d najblizszych punktéw tej kraty, do
kazdego z nich z prawdopodobienstwem %.

W szczegdlnosci na prostej (btadzenie po Z) czastka z punktu k
skacze z prawdopodobienstwem % do jednego z punktéw
sgsiednich: k — 1 albo k 4 1.
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Btadzenia po kracie Z¢

W roku 1921 G. Polya wykazat, ze w takim btadzeniu czastka wréci
z prawdopodobienstwem jeden do punktu wyjscia w przypadku
prostej i ptaszczyzny tzn. dla wymiaréw d = 1 oraz d = 2.

Polya zartobliwie skwitowat to twierdzenie uwaga ,ha ptaszczyznie
wszystkie drogi prowadza do Rzymu"”.
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Btadzenia po kracie Z¢

W roku 1921 G. Polya wykazat, ze w takim btadzeniu czastka wrdci
z prawdopodobienstwem jeden do punktu wyjscia w przypadku
prostej i ptaszczyzny tzn. dla wymiaréw d = 1 oraz d = 2.

Polya zartobliwie skwitowat to twierdzenie uwaga, ze ,na
ptaszczyZznie wszystkie drogi prowadza do Rzymu”.

W wyzszych wymiarach (d > 3) z dodatnim
prawdopodobiefnstwem czastka nigdy nie wréci do punktu wyjscia,
a jej odlegtos¢ od punktu wyjscia z prawdopodobienstwem jeden
zmierza wraz z liczba krokéw do nieskonczonosci.
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Sformutowanie problemu

27 lipca 1905 roku w 72. numerze Nature ukazat sie nastepujacy
list Karla Pearsona:

R The problem of the random walk
= Can any of your readers refer me to a work wherein I should find a solution of
% the following problem, or failing the knowledge of any existing solution provide
'me with an original one? T should be extremely grateful for aid in the matter.

A man starts from a point O and walks [ yards in a straight line; he then

v turns throughi -any angle whatever and walks another I yards in a second straight

=)

line.. He repeats this process n times. I require the probability that after n of
these stretches he is at a distance between r and 7 + &r from his starting point,
0.~

“t-The problem is one of considerable interest, but 1 have only succeeded in ob-
taining an integrated solution for two stretches. 1 think, however, that a solution
ought to be found, if only in the form of a series of powers of r/n, when n is
large.

oo KARL PEARSON.
The Gables, East Ilsley, Berks.
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Ogolne matematyczne sformutowanie problemu

Niech X1, Xa, ..., Xp, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o
jednakowym rozktadzie, jednostajnym na sferze o promieniu / w
RY. Znalez¢ rozktad normy sumy S, = X1 + ... + X,.
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Przypadek d = 2

Zatézmy | = 1 i obliczmy dystrybuante rozktadu normy Xj + X5,
gdzie oba wektory s3 niezalezne i maja jednakowy rozktad,
jednostajny na okregu jednostkowym.

Korzystamy ze wzoru cosinusow:

P(|X14+X2|? < t2) = P(| X124+ Xo|? 42| X1 || Xa| cos £ (X1, X2) < t?) =

P(2 4 2cos (X1, Xo) < t2),

skad dla 0 < t < 2 otrzymujemy

1 t2
P(|S:] < t) = —arccos 1-— = |
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Przypadek d = 2

Stad rozktad S, = X3 + X2 ma gestos$¢ wzgledem ptaskiej miary
Lebesgue'a, gesto$é ta dana wzorem: dla r = /x2 + y2 < 2

B = s
r) = .
2 m2rv/4 — r?
Zauwazmy, ze gesto$¢ dazy do niekoAczonosci, gdy r — 0% lub

r— 27,
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Odpowiedz Rayleigha

W nastepnym (!) zeszycie tego samego numeru Nature (z dnia 3
sierpnia 1905) ukazata si¢ odpowiedz:

The problem of the random walk

his problem, proposed by Prof. Karl Pearson in the current number of NA-
UR.E, is the same as that of the composition of n iso-periodic vibrations of
init amplitude and of phases distributed at random, considered in Phil. Mug.,
p..73, 1880; xlvii., p. 246, 1899; (‘Scientific Papers . p. 491, iv., p. 370).

If n be very great, the probability sought is

2 _.a

Zem Mgy,

T

Probably methods similar to those employed in the papers referred to would
avail for the development of an approximate expression applicable when n is only
moderately great.

RAYLEIGH.
Terling Place, July 29.
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Kolejny list Pearsona

W nastepnym tygodniu w kolejnym zeszycie Nature (z dnia 10
sierpnia 1905) ukazat sie kolejny list Pearsona:

The problem of the random walk

1 have to thank several correspondents for assistance in this matter. Mr G.J.
Bennett finds that my case n = 3 can really be solved by elliptic integrals, and,
of course, Lord Rayleigh’s solution for n very large is most valuable, and may
very probably suffice for the purposes I have immediately in view. I ought to
have known it, but my reading of late years has drifted into other channels, and
one does not expect to find the first stage in a biometric problem provided in
a memoir on sound. From the purely mathematical standpoint, it would still
be very interesting to have a solution for n comparatively small. The sections
through the axis of Lord Rayleigh's frequency surface for large n are simply the
‘cocked hat' or normal curve of errors type; for n = 2 or 3 they do not resemble
this form at all. For n = 2, for example, the sections are of the form of a double U,
thus UU, the whole being symmetrical about the centre vertical corresponding
to r = 0, but each U itself being asymmetrical. The system has three vertical
asymptotes. It would be interesting to see how the muitxphcrtv of types for small -
n passes over into the normal curve of errors type when n is made large.

The lesson of Lord Rayleigh’s solution is that in open country the most prob-
able place of finding a drunken man who is at all capable of keeping on his feet
ig somoewhere near his starting point. .
KARL PEARSON,
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Skad takie pytanie?

Brytyjski lekarz sir Ronald Ross (1857-1932) zajmowat sie malaria.
Wykazat, ze malarie roznosza komary, miedzy innymi za to w roku
1902 otrzymat Nagrode Nobla z medycyny.

Szczegblnie malaria zaczeta sie rozprzestrzeniach na pétwyspie
Malajskim (wdwczas brytyjskim) po wycieciu duzych pofaci
tamtejszej dzungli. Notabene dzungle wycieto, by sadzi¢ drzewa
kauczukowe, nasiona ktorych wykradziono z Brazylii, co przyczynito
sie do upadku czesci gospodarki brazylijskiej (np. miasta Manaus).
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Skad takie pytanie?

W liscie do Pearsona z dnia 24 lipca 1905 roku Ross pytat:

+If mosquitoes could wander in all directions, what would be the
mathematical function of the numbers who died at a distance from
the point”?

Stad list Pearsona opublikowany w Nature, ktéry to list ukazat sie
drukiem 27 lipca 1905.
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Tempo druku w poczatku XX wieku

Kolejne listy datowane s3 nastepujaco:

@ Ross do Pearsona 24 lipca 1905
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Tempo druku w poczatku XX wieku

Kolejne listy datowane s3 nastepujaco:

@ Ross do Pearsona 24 lipca 1905

o Pierwszy list Pearsona ukazat sie w Nature 27 lipca 1905
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Tempo druku w poczatku XX wieku

Kolejne listy datowane s3 nastepujaco:

@ Ross do Pearsona 24 lipca 1905
o Pierwszy list Pearsona ukazat sie w Nature 27 lipca 1905

e Odpowiedz Rayleigha w Nature 3 sierpnia 1905
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Tempo druku w poczatku XX wieku

Kolejne listy datowane s3 nastepujaco:

@ Ross do Pearsona 24 lipca 1905

o Pierwszy list Pearsona ukazat sie w Nature 27 lipca 1905
e Odpowiedz Rayleigha w Nature 3 sierpnia 1905

@ Drugi list Pearsona w Nature 10 sierpnia 1905
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Btadzenie po Z na proste]

Niech Xi, X», ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi,
przyjmujacymi tylko dwie wartosci P(X, = +1) = % Suma

Sp=X1+ ...+ X,

ma ,,przesuniety rozktad Bernoulliego”, tzn.

P(S, =2k — n) = (Z) (;) . k=0,1,..n—1, n.

Badanie subtelnych wtasnosci takich rozktadéw doprowadzito do
odkrycia Prawa Wielkich Liczb, Centralnego Twierdzenia
Granicznego, Prawa Iterowanego Logarytmu oraz Prawa Arcusa
Sinusa — czterech najwazniejszych twierdzen klasycznego
rachunku prawdopodobienstwa.
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CTG

Na przyktad twierdzenie de Moivre'a — Laplace'a méwi, ze

dystrybuanty zmiennych j"E daza do ® — dystrybuanty rozktadu

N(0,1), tzn. gdy n — oo

S 1 t 2
vV teR P2 <t B(t) = —— —x/2 gx.
(ﬁ ) 7 () \/27T —ooe X
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Nieréwnosci

Jak szybko te dystrybuanty daza do &7

Nieréwnos¢ Hoeffdinga (1948) méwi, ze dla wszystkich n € N oraz

t>0
P2 <e F2

W roku 1994 J. Pinelis udowodnit, ze dla takiego btadzenia
zachodzi lepsze oszacowanie

P(\S/,,ﬁ > t) < C(1— (1)), t > 0.

Lepsze, gdyz dla t — oo zachodzi 1 — ®(t) < %e—f2/2_
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Nieréwnosci

Z kolei S.V. Fomin w pracy z 1982 roku wykazat, ze jesli X; maja
rozktady jednostajne na odcinku [—v/3, v/3], to gestosci f,

zmiennych % sg wspdlnie ograniczone przez pewnga

wielokrotno$¢ granicznej gestosci gaussowskiej:

istnieje stata C > 0 taka, ze dla wszystkich x € R oraz n € N
zachodzi nieréwnos¢

fo(x) < Ce /2.
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Zatozenia upraszczajace w R

Badamy w RY btadzenie Pearsona, gdzie kazdy krok jest wektorem
losowym o rozkfadzie jednostajnym na sferze jednostkowe;.

Dla uproszczenia rachunkéw zaktadamy, ze btadzenie startuje z
poczatku uktadu wspétrzednych.
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Sploty miary jednostajnej na sferze

Niech X1, ... maja jednakowy rozktad, jednostajny na sferze w RY,
Oznaczmy ten rozkfad przez o4. Jest to miara unormowana, na

przyktad na okregu jednostkowym dop(0) = 2i de.

™

Rozktad sumy S, = X1 + ... + X,, dany jest przez splot o;".
Dla wszystkich n jest to miara niezmiennicza na obroty, zatem

wygodnie rozwazaé ja we wspotrzednych sferycznych (r,s), gdzie
0<r<oo,aseSit
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Transformata Fouriera miary o4

Niech t € RY. Przechodzac do wspétrzednych sferycznych,

otrzymujemy
Fa(t) = [ ) dogl) = [ €09 doy(s) =
Rd S¢
. d/2—1
iltl( s _ o _r(9)[2
/Sf_le 0 dad(s)—...—I‘(2> (“) Jgjaa(|tD,
gdzie

J(z) = (Qi m(_fi:l)

k=0

jest funkcja Bessela pierwszego rodzaju.
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Absolutna ciggtosc splotow
Poniewaz

7= () (2)" azate

a dla t — oo znane jest asymptotyczne zachowanie funkcji Bessela:

2 1 1
h(Jt) ~ | cos <|t\ ~ - 471') ,

wiec dla n > d + 2 funkcja (g4(t))" jest catkowalna. Stad wynika,
ze sploty 0" s3 absolutnie ciggte.

Niech f,(x) oznacza gestos¢ miary ¢)” wzgledem miary Lebesgue’a
w R, tzn. rozktad Xi + ... + X,
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Rachunki doktadne

Oczywiscie, na mocy odwrotnej transformaty Fouriera, mamy wzér

1 ) d 2 d/2—1
— _’<X7t> — R
fn(x) (2m)? /Rd e r <2> <\t|> Jaja-1([t]) dt.

Jeszcze w roku 1905 G.J. Bennett wykazat, zedlad =2in=3to
jest pewna funkcja nieelementarna (catka eliptyczna).
Prawdopodobnie tak jest dla wiekszosci par d, n.

Poniewaz funkcje Bessela oscyluja, wiec trudno z tego wzoru
otrzymac¢ doktadne oszacowania funkgcji f,.

A chcieliby$my sprawdzi¢, czy tak, jak na prostej (wspomniany
wynik Fomina), gestosci f,(x) sa wspdlnie ograniczone przez
pewna wielokrotnos¢ granicznej gestosci gaussowskiej.
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Graniczna gestos$¢ gaussowska

tatwo obliczyé, ze macierz kowariancji K miary o4 jest réwna %ld.

Stad wynika, ze graniczna gestoécia gaussowska w R jest

d\9? _ax?
gd(X):<277) e 2.

i pytamy, czy zachodzi oszacowanie
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Twierdzenie (P. Graczyk, J-J. Loeb, TZ, TPRF, 2010)

Ustalmy d. Istnieje stata Cy zalezna tylko od wymiaru przestrzeni,
taka, ze dla wszystkich n > d +2 i x € RY zachodzi oszacowanie

d/2 L2
£,(x) < Cy (d> s

Analogiczne twierdzenie jest prawdziwe w przypadku, gdy
poszczegdlne kroki btadzenia maja rozktady jednostajne na kuli
jednostkowej.
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Nieréwnos¢ dla czesci radialnych

Poniewaz zaréwno miara gaussowska o macierzy kowariancji K, jak
i wszystkie rozkfady o} s3 niezmiennicze na obroty, wiec
wystarczy wykazaé nierébwno$¢ dla czesci radialnych:

~ Cqg _a?
fn(r) < We
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Gtéwny pomyst

Zauwazmy, ze

far1(x) = /Sd_1 fo(x —u)dog(u).

1

x-u (po n krokach)

X (po n+1 krokpuch)

A gdyby zastosowaé indukcje matematyczna?
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Oszacowanie dla fy»

Poniewaz w d + 2 krokach o dtugosci jeden mozna oddali¢ sie od
punktu startu co najwyzej o d + 2, wiec dla |x| > d + 2 mamy

fd+2(X> =0.
Stad istnieje stata ¢ taka, ze dla wszystkich x € RY zachodzi
nieréwnos¢

fa2(x) < cga+2(x),

gdzie g442 oznacza odpowiednio unormowang gestos¢ gaussowska.
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Krok indukcyjny

Zamiast f,(x) po prawej stronie wzoru
fria(x) = /‘H fo(x — u) dog(u).
Sl
wstawiamy zatozenie indukcyjne (sprawdzone juz dla n = d + 2):

Cqg _a?
f,,(r) < me 2n
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Krok indukcyjny

otrzymujac nieréwnosé

C <r 41 (2n d/2-1 dr
fa(n) < gsT@/2)e 5 ()7l (7).

gdzie

h(x) o~ (x/2)%*
(x/2)e go kIT(a + k +1)

jest zmodyfikowana funkcjg Bessela rzedu a.
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Krok indukcyjny

Wystarczy teraz sprawdzié, czy zachodzi nieréwno$é

2n\ 9/21 dr n \9? a2y a4y
F(d/2) <dr> ld/271 (n> < (n+ 1) € 2n 2n

co po kilku stronach rachunkéw (doktadnej analizy zachowania
funkgji Bessela) udato sie zrobié.

Podobne, choé dtuzsze rachunki, pozwalaja udowodni¢ analogiczne
twierdzenie, gdy kroki btadzenia maja rozktady jednostajne na kuli
jednostkowej w RY.
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