ALGEBRA Z GEOMETRIA ANALITYCZNA

Lista zadan dla kursow majacych ¢wiczenia co dwa tygodnie. Zadania po
symbolu potrojne karo omawiane sa na ¢wiczeniach rzadko, ale warto tez
poswieci€¢ 1m nieco uwagl.

Przy okazji zachecam do lektury mojej ksigzki

Marek Zakrzewski
Markowe wyktady z matematyki
Algebra z geometrig, GIS 2015

W serii Markowe wyktady z matematyki omawiam najwazniejsze poje-
cia i metody, ale szczegdlny nacisk ktade na konkretne, interesujace
problemy.

Wskazowki do ewentualnej lektury:
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Lista 2 Wyklad 3

Lista 3 Wyklad 4

Lista 4 Wyktady 7.1-7,2, 8, 9.1-9.2
Lista 5 Wyktady 5, 10

Lista 6 fragmenty wyktadow 11-13
Lista 7 Wyktady 16-17
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Lista 1 - Liczby zespolone

. Oblicz
a) (14+14)(2—1); b) (3+42i)2%; c¢) (2+i)(2—14); d) (3—14)/(1+1);
e) (1+iv3)/(2+iV3); ) (2+1)3 g (V3—1)3 h) (—v2 +iv/3)?
. Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona oblicz:

a) (1+20)% Db) (2-30)"); ¢ 2+ d) 1-9% e (-1+iv2)™

. Dla jakich liczb zespolonych zachodzi réwnosé:

a) Rez2=0; b)Imz<Rez c)Imz?<8?

. Przedstaw na plaszczyznie zespolonej zbiér liczb z spelniajacych warunek:

a) |z —i|=1; b) |z + 1| =2; c) 2244 >6; d) |[z+1]=]z—1]
e) |22+ 1= lz+il; f) [z+i|+]|z—1i=2; g)|z| =27 h) z+ 2z = 2|z|.

Tam, gdzie to mozliwe korzystaj z geometrycznej interpretacji réznicy modutu.

. Korzystajac ze wzoru de Moivre’a oblicz:
a) (1+4)%; b) (1+iv3)1% ¢) (V3—19)19; d) (2—iv12)2 e) (sin2r/5 —icos2m/5))°.

Zmajdz pierwiastki wskazanego stopnia i zaznacz je na plaszczyznie zespolone;j:
a) V/=8; b) v16i; c¢) V=1, d) V1, e) vV—V3+i; f) V-1

Znajdz pierwiastki kwadratowe z: a) 8 + 6i; b) 15 — 8i.

. Sprawdz, ze 1 — iv/2 jest jednym z pierwiastkow czwartego stopnia liczby —7 + 4iv/2.

Zmajdz pozostale.

. Korzystajac ze wzoréw Newtona i de Moivre’a wyprowadz wzor wyrazajacy:

a) sin 3a w zaleznosci od sina; b) cos 5o w zaleznosci od cos a.

OO

Zmajdz wszystkie pierwiastki trzeciego stopnia z jedynki nie korzystajac z postaci try-
gonometryczne;j.

Korzystajac ze wzoru Newtona dla (1 + 1)™ oraz (1 — 1)" wyprowadz wzér na sume

(0« (5)+ (3) +

W analogiczny sposéb wyprowadz wzér na sume

(0) + (3)+ (5) +
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. Wielomian w(z) daje przy dzieleniu przez z2 +1 iloraz z

. Nie wykonujac dzielenia znajdz: a) reszte z dzielenia z

Lista 2 - Wielomiany

. Zmnajdz iloraz i reszte z dzielenia z* + 22 + z 4 1 przez 2% — 1.

2 _j oraz reszte 2z 4 1. Znajdz

wielomian w(z).
10 _ 2 przez z — 2; b) reszte z
dzielenia 2™ + 219 4+ 1 przez 22 + 1.

. Rozwiaz rownanie kwadratowe:

a) 22 —2242=0; b)2:24+22+4+1=0; c)2%— 8z =25.

. Rozwiaz rownanie 2% — 423 + 822 — 82 + 4 = 0 wiedzac, ze jednym z jego pierwiastkow

jest 1 +1.
. Rozt6z na czynniki liniowe:
a) 24— 1; b) 24 4+222+1; c¢) 2% -8z
d) 2 +224+1; e) 25 —1; f) 244+ 224+ 22+ 24 1.

Odgadnij pierwiastek i roztéz na czynniki liniowe wielomian 2% — 422 + 8.

. Rozwiaz réwnanie 223 4+ 22 + 2 = 1.

. Znajdz réwnanie rzeczywiste, ktorego rozwiazaniem sa cztery wierzchotki kwadratu

(17 1)7 (17 _1)7 (_17 1) oraz (_17 _1)
Roz167 na rzeczywiste utamki proste:

1 T T 1 T |
’ )x3+1’ C)az4—17

OO0

Roztéz wielomian 26 4 2% 4 2% + 23 + 22 + 2z + 1 na nierozkladalne czynniki rzeczywiste.

Wykaz, ze jesli pierwiastkami réwnania czwartego stopnia o wspoédlczynikach rzeczy-
wistych sa cztery rozne liczby, to tworza one trapez badz leza na jednej prostej.

Rozwiaz réwnanie 22 + 3z = 5 metoda Cardana. W tym celu podstaw z = u — v.
Dobierz u oraz v tak, aby otrzymaé¢ uktad rownan u —v3 =5, uv = . . ..
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Lista 3 - Geometria plaszczyzny

. Znajdz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty:

a) P = (O> 2)7 Q= (_3a0); b) P = (_172)a Q= (_Ll); C) P = (173)7 Q= (473)'

. Prosta [ opisana jest rownaniem y—2 = k(x—3). Znajdz rownanie prostej: a) rownolegte;

do [ i przechodzacej przez punkt (1,—2); b) prostopadlej do [ przechodzacej przez
poczatek uktadu; ¢) prostopadlej do [ i przechodzacej przez punkt (—3,4).

. Dla jakich parametrow wektory u = [a, b, 1] oraz v = [4, a, ]

a) rownolegte; b) prostopadte?

. Niech a = Oj, b = OB bedg promieniami wodzgcymi punktéow A, B. Wyraz za

ich pomoca wektor wodzacy punktu P dzielacego odcinek AB w stosunku k : 1 (tzn.
|AP| =k - |PB]).

. Znajdz kat pomiedzy przekatnymi rownolegltoboku rozpietego przez wektory

u=[2,1,0] oraz v = [—1,3,2].

. Wiadomo, ze |u| = 2, |[v|] = 3, uov = 1. Korzystajac z wtasnosci iloczynu skalarnego

oblicz (2u + v) o (u — 2v).

Korzystajac z iloczynu skalarnego uzasadnij, ze réwnoleglobok jest rombem wtedy i
tylko wtedy, gdy jego przekatne sa prostopadte.

. Wektory a, b, c oraz d sg promieniami wodzacymi kolejnych wierzchotkéw czworokata.

Jaka zachodzi pomiedzy nimi zaleznosé, jezeli czworokat jest: a) rownolegtobokiem;

b) rombem; ¢) kwadratem?

. Zmajdz érodek i promien okregu z? 4 6z 4 y% + 2y = 0.

Znajdz ogniska (lub ognisko i kierownice) i naszkicuj:

2 2 2 2 2 2
N

4 3 7

€T
- =1 d) 2y* — 2% = 1;
36 )27 —at =1

e)r+1=4y% fy?+2y—222=3; g) (y+2)2=2-2; h)x?+22—2y>+4y=0.

Okrag jednostkowy o srodku w poczatku wspotrzednych mozna zapisaé za pomocs liczb
zespolonych réwnaniem |z| = 1. Zapisz za pomoca liczb zespolonych:

a) elipse o ogniskach F; = (—2,1), F» = (2,1) oraz osi 2a = 6;
b) hiperbole o tych ogniskach i wierzchotkach (—1,1) oraz (1,1).
OO0

Wiadomo, ze dwie rézne stozkowe przecinaja sie co najwyzej w czterech punktach.
Wykaz, ze sze$¢ punktéw elipsy nie bedacej okregiem nie moze tworzy¢ szeSciokata
foremnego. A co z innymi wielokatami foremnymi?

Jak wyglada zbiér punktéw P = (x,%) spetiajacych réwnanie 2* + 1 = y* + 2227



Lista 4 - Macierze i wyznaczniki

1. Dla macierzy A, B, C, D oblicz wszystkie mozliwe iloczyny (w tym kwadraty):

2 35 1 2
A:[lQB}, B:[_l1 _11} Cc=|1101|, D=]|13
1 00 1 4

2. Zapisz ponizszy uklad za pomoca jednego réwnania macierzowego wykorzystujacego:

a) macierze stopnia 4; b) wytacznie macierze 2 x 2:

z +2y=>5
v+ y =1
z + 2t =1,

8

3. Pokaz, ze dla macierzy A, B zachodzi wzor (A + B)? = A? + 2AB + B? wtedy i tylko
wtedy, gdy AB = BA. Przy jakich zatozeniach (A+ B)(A— B) = A2 — B%? Czy prawda
jest,ze (A+1)(A—1)=A2—1? Czy A3 — T =(A—1)(A2+ A+ 1)?

4. Wyraz macierz X za pomoca macierzy A, B, C: a) AXB=C;b) AX =1+ BX.

5. Oblicz wyznaczniki

00 1 2 1 0 0 1 -2 1 1+ 2—i
a)[0 2 1|; B)|0o0 1]; ¢o|=-1 0 3 |; d|1-i 2 3+2
3 21 3 21 2 -3 0 2+i 3-2 3

6. Korzystajac z podstawowych wtasnosci wyznacznikéw oblicz wyznaczniki ponizszych
macierzy. Ktore z tych macierzy sa nieosobliwe?

1 2 3 4 1 2 3 4 11 1 1 12 92
5 6 7 8 2 2 3 4 1 2 3 4 52 62
)l g 1011 120333491336 10" Y| 9 10
13 14 15 16 4 4 4 4 1 4 10 20 132 142

7. Oblicz wyznaczniki wykorzystujac odpowiednie wlasnosci i rozwiniecie Laplace’a:

1 2 3 4 12 3 4 120 3 400 1
00 3 3 20 2 0 10 2 3 3200
Als 99500 Ploooalr 931238 Yiaq1o0
411 3 43 2 1 111 3 11 11

8. Oblicz macierze odwrotne na dwa sposoby: metoda macierzy dotaczonej (tzn. za
pomoca odpowiednich operacji elementarnych na wierszach) oraz za pomoca wyz-
nacznikéw. Sprawdz wynik wykonujac odpowiednie mnozenie.

123 12 3 2 2 3 00 2
A=|010]|, B=|012]|, ¢c=]|012]|, D=|021
00 1 00 1 121 4 2 1

9. Jaka warto$¢é moze mie¢ wyznacznik macierzy A, jezeli a) A3 = A; b) A% = 4A.

OO0

32
72
112
152

42

122
162
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Sprawdz, ze réwnanie

o] [3]=

przedstawia réwnanie okregu. Zapisz w podobnej postaci, za pomoca macierzy
symetrycznych, rownania:

a) 22 —y? =1;b) 2?2+ 292 =1;¢) 22 +day +y? = 5; d) 2y = 2.

Uwaga: Macierze [a] sa utozsamiane tu z liczba a.

Wykaz, ze kazda macierz kwadratowa jest suma macierzy symetrycznej i an-
tysymetrycznej.

Uzasadnij, ze dla dowolnych macierzy kwadratowych tego samego stopnia AB+ BA jest
macierzg symetryczng. Co mozna powiedzie¢ o macierzy AB — BA?

Jak zmieni sie macierz kwadratowa stopnia 3, gdy pomnozymy ja prawostronnie przez
macierz:

1 00 1 00 1 00 1 0 0
A=|(010}|, B=|0O0O1}|, C=]l010}|, D={0 1 0
0 0 3 010 1 0 1 0 -2 1
Sprobuj zgadywaé wynik zanim przystapisz do rachunkéow.
Oblicz wyznaczniki (wg listy dr.M. Gewerta):
123435 2 -1 0 0 0 5 3 0 0
2 2 345 0 2 -1 0 0 2 5 3 0
a)[3 3 3 4 5|; bl o 0 2 -1 0 |; |0 25 0
4 4 4 4 5 o o o 2 -1 : _
5 5 5 6 5 -1 0 0 0 2 00 0 5

nxn
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Lista 5 - Geometria przestrzeni

. Zmajdz rownanie plaszczyzny przechodzacej przez punkt P = (1,2, —3): a) prostopadle]

do prostej x = t, y =t + 2, z = 3t — 1; b) zawierajacej o$ Oz.

. W jakich punktach ptaszczyzna x + 3y — 2z = 6 przecina osie uktadu?

. Znajdz réwnanie parametryczne prostej zadanej uktadem x + y + 2z = 4,

3x —y + z = 3. Znajdz odlegtosé tej prostej od poczatku uktadu.

. Znajdz odlegtos¢ pomiedzy plaszczyzna x + 2y + 3z =6 a:

a) poczatkiem uktadu; b) plaszczyzna 2z + 4y + 6z = 6.

. Znajdz kat pomiedzy:

a) plaszczyznami x + 2y + z = 4 oraz 3z —y + z = 0;
b) plaszczyzna x + 4y —z =1l aprostax =t + 1,y =2t, 2 = —t + 1.

. Znajdz kat pomiedzy przekatnymi AF i AH $cian szescianu ABCDEFGH:

a) korzystajac z iloczynu skalarnego; b) bez uzycia iloczynu skalarnego.

Dane sa punkty A =[1,1,0], B =[2,3,1], C = [4,1,5]. Znajdz:
a) pole rownolegloboku rozpietego na wektorach AB , AC ;
b) wysokosé¢ (tzn. jej dtugosé) trojkata ABC poprowadzong z wierzchotka A.

. Oblicz iloczyny wektorowe:

a) [1,2,3] x [2,3,4]; b) [2,3,4] x [2,4,6]; ¢) [1,2,3] x [2,4,6]; d) [1,2,3] x [3,2,1].

. Zmajdz wszystkie wersory prostopadle do obu wektorow [1,2, 3] oraz [2,5, 1] za pomoca:

a) iloczynu skalarnego; b) iloczynu wektorowego.

Znajdz rownanie parametryczne prostej o réwnaniu krawedziowym

r +2y — 2z =1,
-+ y + 2z = 3.

Oblicz iloczyny mieszane trojki wektordw:

a) [0,1,2], [1,2,3], [2,3,4]; b) [0,1,2], [1,2,3], [1,3,5]; ¢) [1,1,0], [1,0,1], [0,1,1].
Dane sa punkty A =1[0,0,0], B=[1,1,0], C = [1,1,1] oraz D = [0, 1, 1]. Znajdz:
a) objetos¢ rownolegloscianu rozpietego na wektorach AB , Ac , fm;

b) objetosé¢ czworoscianu ABCD.

Pokaz, ze jesli punkty P; = (x;,yi, 2i), gdzie i = 1,2, 3 nie leza na jednej prostej, to
1 =z vy =z
det Loy 2 =0
I 22 y2 2
1 z3 yz =23

jest rownaniem plaszczyzny Py P> Ps;. Co przedstawia to réwnanie, gdy te punkty sa
wspoOtiniowe?

¢ 00

Zmajdz odlegto$¢ pomiedzy prostymi x =t + 1, y =2t + 1, z =3t + 2 oraz x = —t + 1,
y=2t—1, z =4t.

Jaka krzywa przedstawia linia @ = (t +1)%, y =2 + 2¢t, z = (t + 3)(t — 1)?

Korzystajac z wektoréw uzasadnij, ze proste taczace wierzcholki czworoscianu ze srod-
kami ciezkosci przeciwleglych écian przecinaja si¢ w jednym punkcie.



Lista 6 - Uktady réwnan i przestrzenie liniowe. Liniowa niezaleznosé, baza i wymiar
1. Rozwiaz uktady réwnan korzystajac z metody eliminacji:

T +y +22=17,
T + 2y + 2z =8,
224+ y + z =9,
r +y+ 2z =T

¢) {2 — 3y — 22 =2 D8z +y +2:4t =71,
z + 6y — z + 9t = 10;

Tz + 2y — 3z =1,
a) ¢ 2z — 3y + z =2, b)
dr + 2y — 32 =T,

dr — y + 3z = 6.
2. Rozwiaz za pomoca wzoréw Cramera uklad rownan
2¢ — y + 2z = 4, x — 2y + 3z = 3,
a) ¢ bx + y + z =6, b) ¢ 3x + y — 2z =05,
—x + 2y + 2z = 0; x — y + 4z =05.

3. Zbadaj, czy jest przestrzenia liniowa nad R:
a) zbior rozwiazan rownania z +y + z = 0;
b) zbiér rozwiagzan rownania z + 2y = 1;
¢) zbior rozwigzan uktadu z +y+ 2 =0, z — 2y + 3z = 0;
4. Zbadaj liniowa niezaleznosé:
a) wektorow [1,2,3], [2,3,5] oraz [3,5, 7] nad cialem R;
b) wektorow [[1,1,2], [1,2,1] oraz [2,7,—1] nad cialem R.
5. Znajdz baze i wymiar ponizszych przestrzeni liniowych nad R:
a) {(t,z,y,2) ER*: t+x+y+22=0}
b) {(t,z,y,2) € R* : t + 2 =10,2t +y — z = 0}.

Ile liczb rzeczywistych potrzeba, aby okresli¢ potozenie punktu w obu przestrzeniach?

6. Znajdz rzad macierzy:

1 21 2 1 23 4 5 6
2) 2 3 2 3 b) 2 52 5 2 5
1 51 4 4 9 8 13 12 17
2 0 21 -1 -5 9 5 19 15

Wskaz baze przestrzeni wierszy, baze przestrzeni kolumn i niezerowy minor maksymal-
nego stopnia.

7. Znajdz wymiar przestrzeni rozwigzan ukladu Ax = 0, gdy macierz A ma 6 wierszy, 5
kolumn i rzad 3. Czy wszystkie informacje sg istotne?

8. Przy jakich zalozeniach o macierzy A rownanie Ax = 0 przedstawia: a) plaszczyzne w
R3; b) prosta w R3; ¢) plaszczyzne w R*?

9. Rozwazmy réwnanie

1111 t 1

111 a O R

1106 1 Y a
z

Zmajdz wymiar przestrzeni rozwiazan w zaleznosci od a, b.
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Okredl iloé¢ rozwiazan w zaleznosci od parametru p

pr + 2y + z =1,
r —py+z=2,
T + 2y +z=p.

Znajdz baze i wymiar ponizszych przestrzeni liniowych nad R:

a) funkgcji liniowych o wspoétezynnikach rzeczywistych;

b) wielomianéw w(z) stopnia co najwyzej 4 takich, ze w(—z) = w(z);
¢) rzeczywistych macierzy kwadratowych stopnia n;

d) rzeczywistych symetrycznych macierzy kwadratowych stopnia n;

e) zespolonych macierzy m X n.

OO0

W przestrzeni R? dwie plaszczyzny nie moga stykaé sie dokladnie w jednym punkcie.
Czy jest to mozliwe w przestrzeni R*?

Znajdz wymiar przestrzeni generowanej nad cialem R przez funkcje 1, sin x, cos x, sin® ,

COS2 Z.

W przestrzeni R nad cialem ) wskaz nieskoriczony zbidr liniowo niezalezny.

Zmajdz rzad macierzy

fi f2 f3
f1 s f3
1 1! 1
1 Jfoo I3

dla funkcji: a) fi = €%, fo = €%*, fs =e3; b) fi =1, fo =sin’z, f3 = cos® z.
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Lista 7 - Przeksztalcenia liniowe i wektory wlasne

. Sprawdz, czy jest przeksztalceniem liniowym:

a) L(.%',y) = (x—i—y,a;); b) L(a:,y,z) =z +2y; C) L(:C,y) - (l’,y—l— 1); d) L(i’,y) = 7.

. Zmajdz macierz przeksztalcenia L(z,y, z) = (z,y + z) w bazach standardowych.

. Zmajdz macierz przeksztalcenia L(x,y,z) = (x + y,y + 2,z + x): a) w bazach standar-

dowych; b) w bazach [1,0,0], [1,1,0], [1,1,1] oraz [1,1,0], [1,0,1], [0,1,1].

. Znajdz macierz przeksztalcenia L : R* — R3 w bazach standardowych: a) odbicia

symetrycznego wzgledem plaszczyzny Ozy; b) symetrii srodkowej wzgledem poczatku
uktadu; ¢) obrotu o kat o wokol osi Oz.

. Znajdz jadro i obraz przeksztalcenia:

a) L(z,y,2) = (z,9,0); b) L(z,y,2) = (z+y,x—y,22); ¢) L(x,y,2) = (r—y,y—2,2—x).

. Znajdz wielomian charakterystyczny, wektory i wartosci wtasne macierzy:

!

Zmajdz wielomian charakterystyczny, wartosci i wektory wtasne przeksztalcenia linio-
wego L(z,y) = (x + 3y, 4z + 2y).

. Korzystajac wylacznie z intuicji geometrycznych znajdz wektory i wartosci wlasne:

a) symetrii zwierciadlanej wzgledem plaszczyzny Oyz; b) obrotu o kat 180° wokot osi
Oz; c) symetrii srodkowej wzgledem poczatku uktadu.

OO0

. Sprawdz, czy jest przeksztalceniem liniowym:

a) L(f) =[5 b) L(f)=f+1 o L(f) =f(1); d) L(f)=Ifl; e) L(f) = [y f(t)dt.

Rozwazmy przestrzeri macierzy kwadratowych ustalonego stopnia n. Czy jest przeksz-
talceniem liniowym:

a) przyporzadkowanie A — det A;

b) przyporzadkowanie A — tr A, gdzie tr A = a11 + age + ... + any (Slad macierzy A)?

Dla przeksztalcenia liniowego L : V' — V okreslonego na przestrzeni skoiiczenie wymia-
rowej V zachodzi rownowazno$é:

L jest roznowarto$ciowe < L jest ,na’.
Czy rownowazno$¢ taka zachodzi dla przestrzeni nieskoniczeniewymiarowych?

Korzystajac z diagonalizacji macierzy A wyprowadz wzor na A", gdzie

1 2
A= [ L2 } .
Kazdej permutacji 7 : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} odpowiada przeksztalcenie liniowe
T (21,22, - Tn) = Tr(1), Tr(2)s - - - » T(n)- Permutacje nazywamy parzysta, gdy wyz-

nacznik macierzy przeksztalcenia 7* jest dodatni; w przeciwnym razie — nieparzysta.
a) Okresl typ parzystosci kazdej z permutacji zbioru {1, 2, 3}.

b) Okresl typ parzystosci transpozycji, tzn. permutacji zamieniajacej miejscami dwa
wybrane elementy.

c¢) Uzasadnij, ze zlozenie dwu permutacji jest permutacja parzysta wtedy i tylko wtedy,
gdy obie sg tej samej parzystosci.



