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Kto to jest William Kahan?

Zajrzyj na jego strone:

http://www.cs.berkeley.edu/ wkahan/



Plan wykladu

. Postac zmiennopozycyjna liczby dziesietne;.
. Oystem dwojkowy: zaokraglenie 1 obciecie.

. IEEE Standard, btad reprezentaciji zmien-

nopozycyjnej liczby, liczby typu: single i do-
uble.

. Prezentacja komputerowa:

Jak pamieta sie liczbe w komputerze?

. Arytmetyka zmiennopozycyjna, utrata cyfr

znaczacych.

. Prezentacja komputerowa:

Jak obliczyé a® — b*?

. Prezentacja komputerowa:

Czy dodawanie jest przemienne’!

. Prezentacja komputerowa: Algorytmy

obliczania wartosci wielomianu (x — 1)°.

. Czy w banku doktadnie obliczaja odsetki?
10.

Dzielenie przez zero i NaNy:.
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1.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

Prezentacja komputerowa:

Czy wiesz, jak obliczy¢ pierwiastki troj-
mianu kwadratoweqo ¢

Prezentacja komputerowa:

Czy wracajgc zawsze trafisz w punkt wyj-

scia, czyli o obliczaniu w komputerze wy-
razow pewneqgo ciggu.

Numeryczne obliczanie pochodnej, czyli czy
warto dazy¢ do zera?

Prezentacja komputerowa: Obliczanie
przyblizonej wartosci pochodne;.

Analiza dwoch algorytmow obliczania
w komputerze ¢ = a? — b*.

Liczby w komputerze - podsumowanie

Odpowiedz na pytanie:
Kto to jest Kahan?



Liczby
e liczby caltkowite: 0,1, —1,2, =2, ...

e liczby wymierne: % = 0.5, % = 1.333. ..

e liczby niewymierne:

V2 = 1.41421 . ..
T =3.14159. . .
| 1
e=lim (1+ n) — 2.718281845 . ..

liczba Fulera

e liczby rzeczywiste



System dziesietny
liczby calkowite

102 =1 % 10° + 0 x 10" + 2 x 10" = (102)1g

T = T} X 1Ok+a:k_1 X IOk_lJr...erox 10V

x = (TpTp—1- .- 20)10

T; € {0,1,...,9}
Liczby rzeczywiste

102 = 10.2 x 10! = 1.02 x 10* = 0.102 x 10°

0.0102 = 0.102 x 10~}

012=1x10"1+0x1072+2x%x 1073




Posta¢ zmiennopozycyjna dziesietna

r =ml0=mEc

m - mantysa
c - cecha (wyktadnik)

m = 0.mimoy---my

my#0, 01<m<l

102 = 0.102E3

m =0.102, c¢=3

0.0102 = 0.102F — 1

m=0.102, c=—1



System dwdjkowy (binarny)

podstawa systemu: 2

cyfry: 0, 1
11 11
Xr = — X & =
2 16
= 0.6875 x 27

mantysa: m:m:%+é+116

m = (0.6875)19 = (0.1011);

cecha: c¢=3=2+1
02(11)2

r=0.1011F£11




x=0mimeo---ms E c

m = 0.mimoy - -my

mi = 1, 1/2<m<1
><1—|— ><1—|— ><1—|— N ><1
Mm=miX-—+moX—+m3X—+...+ms X —
PR e T g P ot
miE{O,l}

mi; Mmoo M3 mi




Zaokraglenie 1 obciecie

1
m = _, c=—3
5

m = 0.1100110011001100 - - -

m = 0.110011001100 12 cyfr, obcigcie
m = 0.110011001101 12 cytr, zaokraglenie

m = (0.1100)y = (0.75)19 obciecie
3
$=0.75%x2"3=" —0.093705
32

m = (0.1101) = (0.8125)1;  zaokr.

13
$=08125x2 %= """ —0.101565
128
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System zmiennopozycyjny dwojkowy

Przyklad

t — 3, Cmin — _1, Cmax — 3

mantysy: 0.100 0.101 0.110 0.111

cechy: -1, 0, 1, 2, 3

nieujemne liczby zmiennopozycyjne:
e(, 0.25 0.3125 0.3750 0.4375

e (0.5 0.625 0.75 0.875

1.0, 125 1.5 1.75

20, 2.5, 3.0 3.5

40 50 6.0 7.0
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IEEE Standard - 1985 rok

Floating-point numbers and roundoff errors

r=m X 2¢

x > 0, liczba rzeczywista

m mantysa, c¢ cecha

A

Cmin S € < Cmax
1

Uwaga: Teraz <m < 2

m = (mg.mimo - my_1)9

moy = 1, mi,...,my_1 € {0,1}

t - liczba cyfr (binarnych) mantysy

znak cecha mantysa
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Mantysa t-bitowa:

m = 1.m1m2 T 1.f

f=mq...my_1
Uwagi:
e Nie zapamictuje sie jawnie w komputerze
bitu myg, bo on jest zawsze réowny 1.

e Ceche pamieta sie¢ w innej postaci (przesu-
nietej): ¢ = ¢ + bias, gdzie bias taki, ze
c >0

¢ epsilon maszynowy ¢€j; = ol—t

odlegtosé liczby 1 od najblizszej liczby zmien-

nopozycyjne] w komputerze wiekszej niz 1

l+epy >1

ulp - unit in last place
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Blad reprezentacji liczby
W zmiennopozycyjnej arytmetyce
dwéjkowe]

fl(x) = £(mg.mimsg...mp_1)9 x 2°

0 - blad wzgledny reprezentacji
zmiennopozycyjnej liczby x

fi(z) = x(1+9), 0] < u

unit roundoff
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e single precision - 32 bity
mantysa ze znakiem t=23-+1 bity
cecha 8 bitéow

Crmin = —126, cmax = 127,  bias = 127
zakres liczb: 10758
precyzja obliczen:

u=224 1596 % 108

e double precision - 64 bity
mantysa t = 52 4 1, cecha 11 bitow
Cmin = —1022,  cpax = 1023

zakres liczb: 10%°08

precyzja obliczen:

u=2"23~111x 1016
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Przyktad: typ double (64 bity)

mantysa 52 + 1 bity, cecha 11 bitow,
bias = 1023

3 6
r=0.00375= — = x2 %=
32 4

1
=(1+) x 274 = (1.10---0)g x 27

e mantysa: znak: ()
faktyczna matysa m = 1.10---0
pamictana w komputerze mantysa 10 - - - 0

e cecha: c = —4, ¢ = c+ bias = 1019
1019 = 512+25641284-644-32+16+84-2+1

¢ = (01111111011)5
0[1000- - - 001111111011
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Prezentacja komputerowa

Jak pamieta sie liczbe w komputerze?

r=m X 2°

znak cecha mantysa
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Utrata cyfr znaczacych

r = 0.3721478693, y = 0.3720230572

z —y = 0.0001248121 = 0.1248121 x 107>

x —1y po zoakragleniu 0.12481 X 1077

pie¢ cyfr znaczacych

fi(z) =0.37215,  fl(y) = 0.37202

fi(z) — fi(y) = 0.00013 = 0.13000 x 10~

=y = (i) =) oo



Arytmetyka zmiennopozycyjna

fi(a+b) = (a+b)(1+4)
fi(a x b) = (a x b)(1 + &)

fl(a/b) = (a/b)(1 + d3)
6] <u=27"

Zasada w IEEE:

kazde dzialanie arytmetyczne
daje wynik

dzielenie przez zero!
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Prezentacja komputerowa

Jak obliczaé a? — b??

c=(a—b)(a+b)=a’-b

2
L+ % v
-y a2
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Prezentacja komputerowa

Czy dodawanie jest przemienne?

d=fl((a+b)+c)#flla+ (b+c))
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Prezentacja komputerowa

Algorytmy obliczania

wartoéci wielomianu w(z) = (z — 1)°

wykres w(z) na przedziale [0.99, 1.01]

oa8x8+a7x7+---+a1x+a0

e schemat Hornera:
(- ((agx + a7)x + ag)x + - - )

o (((z—1)%)%)

o e(8 In (abs (z—1))) T 41

,

22



Oszczednosci w banku

b procent za rok, r =0.05

ap = ag X (14 0.05/4)
po pierwszym kwartale
as = aj X (14 0.05/4) = ag(1 + 0.05/4)°
as = ag X (14 0.05/4) = ag(1 + 0.05/4)°
ay = ag x (1+0.05/4) = ag(1 + 0.05/4)"

f:a()X(l—F,Z;)n

o — oY — oy In )

f=qy x " In (147/n)
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single precision C
M. Overton

koncowe konto I |koncowe konto 11

1 1 1.050000F + 02| 1.050000EL + 02

4 1 1.050945E + 02 1.050945F 4 02
365 |1.061268F + 02| 1.051267 F + 02
10000|1.051294F + 02| 1.051271 F + 02
20000/ 1.0561202E + 02] 1.051271 £ + 02

f=agx(1+7)"

f=qyx " In (147/n)

ap = 100 USD
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Dzielenie przez zero i NaNy

Zasada w IEEE:

kazde dziatanie arytmetyczne daje wynik

przyklad| wynik

invalid operation| 0/0 NaN
nwalid operation| 0 X oo NaN
invalid operation| o0/00 NaN
mmvalid operation| oo — o0 NaN
invalid operation| +/—1 NaN
over flow +00

under flow subnormal

divide by zero x /0 +00

NalN: Not a Number

specjalny cigg bitow
mantysa niezerowa
specjalna cecha
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Prezentacja komputerowa

Czy wiesz, jak obliczaé

pierwiastki trojmianu kwadratowego?

:1:2+p:1:+q:0
A:p2—4q

_pg\/ﬁ jesli p < 0

L1

_p%q A jeslip > 0

—p+ VA (—p+VA)(=p—VA)
2 2(—p — VA)
vy P VA
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Prezentacja komputerowa

Czy wracajgac
zawsze trafisz w punkt wyjscia,
czyli o obliczaniu w komputerze
wyrazow pewnego ciggu
e ¢ - dany parametr calkowity
e =1, x9=1/a
ear;,_1— 10x; +ax;y1 =0
®Tiy] = T — Ti—]
10

® Ti 1= 3T~ Titl
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Numeryczne obliczanie pochodnej,
czyli czy warto dgzy¢ do zera

f'(a)

fla) =sin (a),

I
(a4

fla+hn)— fla)

h

= p(a, h)

f'(a) = cos (a)

blad = p(a, h) — f'(a)

cos (1) = 5.403023 E—01,

double precision C + +

h p(1, h) blad
1.OE — 025.360860F — 01| —4.216325F — 03
1.OE — 075.403023E — 01| —4.182769FE — 08
1.0OE — 08]5.403023E — 01| —2.969885E — (09
1.0OE —095.403024E — 01| +5.2564127FE — 08
1.0OE —10]5.403022FE — 01| —5.848104 £ — 08
1.0FE — 11]5.403011FE — 01| —1.1668704F — 06
1.OE — 15/5.551116FE — 01| +1.480921F — 02
1.0E —20/0.000000£ + 00| —5.4403023E — 01
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Prezentacja komputerowa

Obliczanie przyblizonej
wartosci pochodnej

a - ustalone

h =10""  x jest zmieniane, h — 0

)

f’(a) ~ f(a—l_hf)L_f(a) Ep(&,h)

blad = p(a,h) — f'(a)
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Skala logarytmiczna

na osi Oz jest x = — logyg h

na osi Oy jest y = —logy |blad|

Przyklad
h:10_2, r = —logiph =2

Im wieksze x, tym mniejsze jest h.

blad| =107, y = —logyy |blad| = 14

Im wieksze y tym jest mniejszy |blad|
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Analiza btedéw zaokraglen

c=(a—b)(a+b)=a’—b’

Algorytm I

fi((a—b)(a+ b)) =
=(a—Db)(1+d)(a+Db)(1+0)(1+d3) =
= (a® = b)(1+ )
6] <u=27"

1+03 = 14+014+09+03+0109+0103+0203+010903

B8] <3u=3x27"
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Algorytm II

fi(a® — b?) =
— [(axa)(1+6])— (b xb)(1+8)](1+d3) =
= (a® —b*)(1 + B)

51&2 — 52]:)2

1 = (1

)(1+ d3)

§12% — dab?| _ [d1]a” + [da| b7
a? b2~ |a? - b7

. a’ + b? 9 B 1 + b?/a’ 9
= |aZ — b2 |1 —b?/a?|

X

91 o1
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Liczby - podsumowanie

typ double: = =1.f x 2°

e mantysa 52 + 1 bitow
e cecha 11 bitow
e bias = 1023

e pamietana cecha: ¢ = ¢ + bias

+(1.£) x 2671023 egli 0 < & < 2047
+0 jeslic=0,f =0
T = +0o0 jesli ¢ = 2047, f =0

NaN  jesli¢c=2047, f #0

+(0.f) x 27192 eslié =0, f #0
denormalized (subnormal) numbers
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oif 2 #40then s :=3/zelse s =3
oif 1 x 2 #0then s :=3/z else s :=3

oif 1+ |z| #1then s:=3/zelse s:=3

oL =Y+ =2

A

if x # y + z then print” ‘why not?”

Wiecej zob. W. Kahan:

Why do we need a floating-point
arithmetic standard?
Berkeley 1981 (druga edycja 2001).
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Kto to jest William Kahan?

Odpowiedz

Laureat nagrody imienienia Turinga

przyznanej w roku 1989
przez ACM za IEEE standard

ACM:
Association for Computing Machinery

IEEE:
Institute of Electrical and Electronics Engi-

neers, New York, USA

http://www.cs.berkeley.edu/ wkahan/
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