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Algebra z geometrig analityczng - MAP1015, MAP1016, MAP1017

Spis list zadan

Lista zerowa: Przykladowe zadania szkolne.
Lista pierwsza : Podstawowe wlasnosci macierzy i wyznacznikow.
Lista druga : Macierze odwrotne, uktady réwnan liniowych i eliminacja Gaussa.

Lista trzecia : Dowolne uktady réwnan liniowych, twierdzenie Kroneckera-Capellego i
wzory Cramera.

Lista czwarta: Podstawowe wlasnodci liczb zespolonych.

Lista pigta: Obliczanie pierwiastkéw n-tego stopnia liczby zespolonej i rozktad funkcji
wymiernej na sume rzeczywistych utamkow prostych.

Lista szésta: Przestrzen wektorowa R3 i plaszczyzny.

8. Lista siodma: Proste w przestrzeni i krzywe drugiego stopnia na plaszczyznie.

9.
10.
11.

Lista 6sma: Struktury algebraiczne - grupy.
Lista dziewigta: Zastosowania algebry i geometrii analitycznej w technice.

Lista dziesigta: Powtérka.

Uwaga. Niektére z zadan sa zaczerpniete lub wzorowane na zadaniach z nizej podanych
ksiazek. Przy niektorych z tych zadan cytuje ksiazke Zrodtowa.
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Lista zerowa - przykladowe zadania szkolne

Temat: Przypomnienie wybranych podstawowych pojeé z programu matematyki w szkole.

Pomocnicza literatura do listy zerowej

1. D. i M. Zakrzewscy, Repetytorium z matematyki dla ucznidw szkdl Srednich i kandydatéw na
studia, Wydawnictwo Szkolne PWN, Warszawa 2000.

2. R. Leitner, W. Zakowski, Matematyka dla kandydatow na wyzsze uczelnie techniczne, WNT,
Warszawa 1978.

Zadanie 0.1

Zapisaé¢ nastepujace tréjmiany kwadratowe w postaci kanonicznej: 2+ 2x, 4o — 4z —1.
Zadanie 0.2

Zbadaé, czy mozna roztozy¢ na czynniki liniowe rzeczywiste nastepujace tréjmiany kwa-

dratowe: 22 — 22 — 24, 22 —max —2m?, 2*> -7, 2% —2x—1, 2%+2. Jedli tak, to
wyznaczy¢ ten rozklad.

Zadanie 0.3

Podaé¢ wzér skréconego mnozenia dla (a+b)3. Obliczyé¢ (a—b)(a®+ab+b?) i przedstawié
a® + b> w postaci iloczynu odpowiednich wyrazen. Wykorzystaé¢ otrzymane wzory do
przedstawienia w postaci iloczynu nastepujacych wyrazen: 2> — 1, 23 4 8.

Zadanie 0.4
Uproscié wyrazenia wymierne (1 — z3)/(3 + 3z + 32?%) i (222 — 2)/(2z).

Zadanie 0.5

Wyprowadzi¢ wzory na sume i iloczyn pierwiastkéw tréjmianu kwadratowego (wzory
Viete’a). Wyrdzniki ("delty” )podanych wielomianéw sa dodatnie. Obliczy¢ sume i ilo-
czyn pierwiastkéw nastepujacych tréjmianéw (bez obliczania pierwiastkéw):

2?2 —8x+12, —3x%+5x+2.

Zadanie 0.6
Niech d = a/(b — V/¢? + 1). Przeksztalcié prawa strong tak, by w mianowniku nie bylo
pierwiastka.

Zadanie 0.7

Niech dla « € [0, 27]. Podaé¢ wartosci kata «, dla

(a) wartosci sinusa
(i) s =172,
(i) s = —1/2,
(b) wartosci cosinusa

(i) ¢ = 1/2,
(i) c = —1/2,



(c) jednoczesnie danych nastepujacych par wartosci sinusa i cosinusa:
s=1/2, c=v3/2; s=1/2, ¢=—3/2,
s=—1/2, c=V3/2; s=-1/2, c=—V3/2.

Zadanie 0.8

Skorzystaé¢ z nastepujacych tozsamosci trygonometrycznych
cos (a + f3) = cosacos 3 — sin asin 3,

sin (a + ) = sinacos B + cos asin 3
Lo e m o m S o s -
do obliczenia wartosci sin (7 + %) oraz do wyrazenia sin (o 4 5) i cos (o 4 §) za pomoca
sinusa i cosinusa kata «.
Zadanie 0.9

Dla jakich wartosci parametru ¢ pierwiastki réwnania 2 + %m—i—z‘? = 0 sa réwne sinusowi
i cosinusowi tego samego kata ostrego?

Zadanie 0.10
Zapisaé w prostszej postaci wyrazenie

6,74 _ 4p-2
() )™

Zadanie 0.11
Wykonaé potegowanie (a'/? + a®/2)2,
Zadanie 0.12

Wykonaé dziatania
1 3 z

r—3 20+6 222127+ 18

Zadanie 0.13
Znalez¢ liczby a i b takie, by funkcje wymierne f(x) i g(z) byly réwne
a b o — 1

fa)= =5t g ) = g

Zadanie 0.14
([1], str. 124) Niech & = [2, k], b = [3,5]. Wyznaczy¢ wartoéci parametru k tak, by

(a) wektory a i b byly réwnolegle,
(b) wektory a i b byly prostopadie,
(c) kat miedzy & i b byl réwny /3.

Zadanie 0.15

Wyprowadzi¢ wzér na wspoétrzedne srodka ciezkosci trojkata o wierzchotkach

A(xa,ya), B(zp,yp), Clzc,yc),

wykonujac dzialania na odpowiednich wektorach.



Zadanie 0.16

Dane sa punkty: A(1,3), B(4,7), C(2,8), D(—1,4). Sprawdzi¢, ze sa one wierzchotkami
réwnolegtoboku. Obliczyé pole tego réwnolegtoboku.

Zadanie 0.17

Wyznaczy¢ wspélezynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty A(—3,—4) i
B(1,0).

Zadanie 0.18

Napisaé¢ réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P(1,1) i tworzacej kat 7/3 z do-
datnim kierunkiem osi Oz.

Zadanie 0.19
Wyznaczyé¢ kat miedzy prostymiy =z iy = —x.
Zadanie 0.20
Sprawdzié, czy podane tréjki punktéw nalezg do tej samej prostej
(a) A(0,5), B(2,1), C(—1,7),
(b) A(2’ 0)’ B(_4’ _3)7 C(3a %)
Zadanie 0.21

Majac dane réwnania prostych zawierajacych dwa boki rownolegloboku: x — 3y = 0 i
2z + by + 6 = 0, oraz wspolrzedne jednego z wierzchotkéw: C(4, —1), napisaé réwnania
prostych zawierajacych pozostate boki réwnolegltoboku.

Zadanie 0.22
Obliczy¢ odleglo$é punktu A(4,5) od prostej x — y + 4 = 0, bez stosowania wzoru na
odlegtos¢ punktu od proste;j.

Zadanie 0.23

Rozwiazaé¢ uklad réwnan mz + (2m — 1)y = 3m, = + my = m. Dla jakich wartosci
parametru m rozwiazanie tego ukladu jest parg liczb o réznych znakach?

Zadanie 0.24
Dla jakich wartosci parametru m punkt przecigcia prostych 3z +4y =5m —7, x —4y =
m + 3 nalezy do pierwszej ¢wiartki uktadu wspéirzednych?

Zadanie 0.25
Dla jakich wartosci parametru m proste (3m +2)z + (1 —4m)y+8 =0, (bm —2)x +
(m+4)y — 7 = 0 sa prostopadle (réwnolegte)?

Zadanie 0.26
Dane sg proste o réwnaniach y = x +m + 1, y = 2x — 2m. Dla jakich wartosci m punkt

przeciecia prostych nalezy do wnetrza kota o promieniu v/5 i érodku w poczatku ukltadu
wspbirzednych?



Lista pierwsza - Podstawowe wlasno$ci macierzy i wyznacznikéw

Dzialania na macierzach, transponowanie macierzy, rozwigzywanie prostych rownan macierzowych,

obliczanie wyznacznikow, elementarne przeksztatcenia wyznacznikow, wyznacznik macierzy transpono-

wanej, badanie osobliwosci macierzy, zastosowania twierdzenia Cauchy’ego.

Uwaga. Symbol R™*™ oznacza zbiér wszystkich macierzy rzeczywistych A = [a;;] o m wier-
szach i n kolumnach. Analogicznie oznacza sie zbiér macierzy zespolonych: C™*".
Pytania

1.
2.

Kiedy dwie macierze sg réwne?

Czy mnozenie macierzy jest dziataniem przemiennym i tacznym? Podaé definicje tych
dziatan oraz przyktady ilustrujace odpowiedz.

Niech A bedzie macierzg prostokatng rzeczywista. Czy elementy na gloéwnej przekat-
nej macierzy A7 A moga by¢ ujemne? Dlaczego? Podaé wzory na elementy na gtéwnej
przekatnej macierz AT A. Uwaga. AT oznacza macierz transponowang.

Jakie elementarne przeksztalcenia wyznacznika nie zmieniaja jego wartosci?

5. Jakie elementarne przeksztalcenie wyznacznika zmieni znak wyznacznika?

10.

11.

Niech macierz A bedzie symetryczna. Czy det ATA = (det A)%? Z jakich wlasnosci
wyznacznikéw wynika odpowiedz? Czy prawda jest, ze det AT = det A dla dowolnych
macierzy kwadratowych?

Niech A bedzie macierza nieosobliwa. Dlaczego wéwcezas A nie moze mieé dwdch takich
samych kolumn? A czy moze mie¢ dwa takie same wiersze?

Czy iloczyn dwdch macierzy nieosobliwych stopnia n jest macierza nieosobliwa? Z ja-
kiego twierdzenia wynika odpowiedz?

Kiedy macierz gorna trdjkatna jest nieosobliwa?

Jaki jest warunek konieczny i dostateczny na istnienie macierzy odwrotnej A~'? Poda¢
definicje macierzy odwrotnej.

Niech macierze A i B stopnia n beda nieosobliwe. Dlaczego istnieje macierz odwrotna
(AB)~1? Jak macierz odwrotna (AB)~! wyraza si¢ za pomoca macierzy A~! i B~1?

Lista pierwsza - zadania podstawowe

Zadanie 1.1

Sume n sktadnikéw s = a1 +as + - - - + a,, zapisuje sie w skrécie za pomoca znaku sumy
w nastepujacy sposob:
n
s = Z ag.
k=1

Udowodnié¢ nastepujace wzory, wynikajace z wtasnosci dodawania i mnozenia liczb rze-
czywistych:

n
Z aak =« Z ag,
) k=1
Z ag(by + ) = Z arby + Z aiCr,
k=1 k=1 k=1



n n n J n 1
ZZaibj = ZZaibj = ZZa]bl
=1 j=1

j=1i=1 i=1j=1
Zadanie 1.2

Niech C = [¢;j] = AB, gdzie A = [a;;] € R™ i B = [b;;] € R*". Poda¢ wzér dla

elementéw c;;.

Zadanie 1.3
Niech
3 0
4 1 0 4 2
A= -1 2 s B:[ ], C:[ ‘|’
0 1 0 2 0 5
1 50 6 1 3
D= -101|, E=| -1 0 2
0 2 4 0O 1 0

Wyznaczy¢ nastepujace macierze (jesli to mozliwe)
1. D+ E, 5A, -=-3(D+2E).

2. AB, BA, (AB)C, A(BC), ©cT, (AT, ATDT.
3. (AT, DT —ET, (D-E)T, BT +5CT.

Zadanie 1.4
Niech
2 -1 0 8 -3 -5 0 -2 3
A= 0 0O 5|, B=|0 1 0 , C=11 0 4
-2 1 4 4 0 6 3 5 0

i niech a = 4. Sprawdzi¢ dla tych macierzy, ze

1. A+ (B+C)=(A+B)+C, (AB)C = A(BC),
2. a(BC) = (aB)C = B(aC), (B+C)A=BA+ CA.

Zadanie 1.5

(a) ([1], str. 64, [12], str. 74, 75) Podaé¢ wymiar i wyznaczy¢ macierz X spelniajaca
réwnanie
1 -1 2
Xl:s 0 1]_{_ -1 0}’
31, J[4 <1 I
O

Wskazowka. Skorzystaé z definicji mnozenia macierzy. Ile wierszy i kolumn musza
mie¢ macierze X7



(b) ([16], str. 115) Znalez¢ wszystkie macierze X przemienne z macierza A, tzn. takie,

ze AX = XA dla

1 2
A= [ 3 4 ] '
To samo wykona¢ dla
0100
0010
A= 00 01
0000

(c) Niech macierz AB bedzie macierza zerowa. Wykazaé, ze stad nie wynika, ze co
najmniej jedna z macierzy A i B musi by¢ macierza zerowa? Odpowiedz zilustrowaé
przyktadami. Wskazowka. Na przyktad rozwiazaé¢ réwnanie macierzowe

[)-[e8)

(a) Zakladamy, ze det (A) = —5. Obliczy¢ det (34), det(2A71), det((24)71).
(b) ([12], str. 98) Jakie sa mozliwe wartosci wyznacznika macierzy A stopnia n, jesli

a) A2=8A"1 (b)) A*-A=0, (c) AT =4471?

Zadanie 1.6

(c) Podaé przyklad niezerowej macierzy stopnia 4, ktérej wyznacznik jest réwny zero.

(d) Podaé przyktad macierzy A i B takich, ze det(A + B) # det(A) + det(B) oraz
takich, ze zachodzi réwnosé.

(e) Niech A € R*™*" i p € R. Wykazaé, ze pA = diag (p,...,p)A i korzystajac z twier-
dzenia Cauchy’ego udowodnié, ze det(pA) = p™det(A).
Uwaga. Napis diag (dy,ds,...,dy,) oznacza macierz przekatniowa stopnia n z ele-
mentami dy,...,d, na gléwnej przekatnej.

(f) ([1], str. 84) Niech

a b c a g d
A=|d e f |, B=|b h e
g h s c s f

Jaki jest zwigzek miedzy wyznacznikami macierzy A i B?
(g) ([1], str. 84) Bez bezposredniego obliczania wyznacznika wykazaé, ze dla z = 0 i
x = 2 ponizszy wyznacznik jest rowny zero
2

2
0

z Y z 1
Y z T 1
z x Y 1
%(x—i—z) %(w—i—y) %(y—i—z) 1



Zadanie 1.7

(a) Poda¢ wzér na wyznacznik dowolnej macierzy A = [a;;] stopnia 3, rozwijajac go
wzgledem drugiej kolumny.

(b) Obliczy¢ wyznacznik macierzy A, rozwijajac go wzgledem trzeciego wiersza

N

Il
—_ o O
W = = N
= O ot O
e

(c) Obliczy¢ nastepujace wyznaczniki

1 2 2 ag aq a9
;) _21 , 0 2 2|, —x x 0
0 0 3 0 —z =z

(d) ([15], str. 37) Zastosowaé elementarne przeksztalcenia do obliczenia nastepujacych

wyznacznikow
L 9 3 1 2 3 4 30 20 15 12 é?;g?
-3 2 -5 13 20 15 12 15
1 2 2, , , -1 7 -3 8 -9
0 1 3 1 -2 10 4 15 12 15 20 3 4 9 4 7
-2 9 -8 25 12 15 20 30 1 8 3 3 5
Zadanie 1.8

(a) ([1], str. 85) Dla jakich wartosci parametru p istnieje macierz odwrotna do macierzy
1 2 4
[p__;’ __22], 31 6|7
p p 3 2

(b) Zapisa¢ wyznacznik macierzy

w postaci wielomianu zmiennej x. Dla jakich wartosci x macierz A jest nieosobliwa?



Lista pierwsza - zadania uzupelniajace
Zadanie 1.9

(a)
(i) Dla jakich macierzy kwadratowych A i B zachodzi (A+ B)? = A2+2AB+ B??
(ii) Podaé przyklad macierzy kwadratowych A i B, dla ktérych (A + B)? #
A? + 2AB + B2
(b) Pokazaé, ze jesli macierz A ma k-ty wiersz zerowy i macierz B jest taka, ze iloczyn
AB jest poprawnie okreslony, to macierz AB ma tez zerowy wiersz. Ktéry?
(c) ([15], str. 48) Niech A = [a;;] bedzie macierza stopnia 2. Wykazaé, ze macierz A jest
rozwigzaniem réwnania macierzowego X 2 tX+ (det A)I =0, gdzie t = a11 + a2,
I jest macierza jednostkowsg stopnia 2.

(d) Niech A ma n kolumn i niech macierz jednokolumnowa B; bedzie utworzona z j-
tej kolumny macierzy jednostkowej I stopnia n. Wykazadé, ze elementami macierzy
AB;j s elementy j-tej kolumny macierzy A.

(e) Niech A bedzie macierza dowolna macierza stopnia 3 i niech

E = , E3=

S O =
S = O

0
0|, Fp=
1

S O
S QO
= o O
O = O
_ o O

1
s E4: C
0

o o =
~ = O
— o O

Obliczy¢ Cy = ERA, Dy = AE, dla k = 1,2,3,4. Czym obliczone macierze réznia
sie¢ od macierzy A? Co w zwigzku z tym macierze Ej maja wspélnego z elementar-
nymi przeksztatlceniami wykonywanymi na wierszach lub kolumnach macierzy A?
Jaki jest zwigzek miedzy wyznacznikami macierzy A, Ck i Dg?
Zadanie 1.10
([12], str. 97) Obliczy¢ wyznacznik

— o= =
R R
— R R
—OR R R
N NS

wykonujac elementarne przeksztatcenia kolumn. W jakiej kolejnosci najlepiej to zrobié¢?
Jak ten sposob obliczania wyznacznika mozna uogélni¢ na przypadek wyznacznika ma-
cierzy stopnia n, ktéra ma ponizej gltéwnej przekatnej wszystkie elementy réwne 1, a
pozostale réwne 47 Wskazowka. Zwrbdci¢ uwage, czym rdéznig sie dwie sasiednie kolumny.

Zadanie 1.11

Udowodnié nastepujacy wzor na wyznacznik Vandermonde’a (Van der Monde‘a) stopnia
n (z prawej strony réwnosci jest podwdjny iloczyn)

1 a8 ... at!
— n
1 @y a3 ... a2yt
= I (m-a).
o, T kl=1k>1
1z, 22 a1



Wskazéwka. Pomnozyé (n — 1)—sza kolumne przez z,, i odjaé¢ od ostatniej kolumny.
Nastepnie pomnozy¢ (n — 2)—ga kolumne przez z,, i odja¢ od kolumny (n — 1)—szej itd.
Wreszcie pierwsza kolumne pomnozy¢ przez x, i odjaé¢ od drugiej. Rozwinaé tak prze-
ksztalcony wyznacznik wzgledem n—tego wiersza i zauwazy¢, ze zadanie zredukowato
sie do zadania z wyznacznikiem Vandermonde’a stopnia n — 1.

Zadanie 1.12
([15], str. 36) Cliggiem Fibonacciego nazywa si¢ ciag d, (n = 1,2,...), ktérego dwa
pierwsze wyrazy dj i do sa rowne 1, a kazdy nastepny wyraz jest rowny sumie dwéch
wyrazéw go poprzedzajacych. Udowodnié, ze (n + 1)—szy wyraz ciagu Fibanacciego
dn41 jest rowny nastepujacemu wyznacznikowi w,, stopnia n:

1 1 00 0 0 O

-1 1 10 0 0 O

0 -1 11 0 0 O
Wy, =

0 0 00 -1 1 1

0 0 00 0 -1 1

Wskazowka. Rozwinaé wyznacznik w, wzgledem ostatniej kolumny i udowodnié¢ induk-
cyjnie, ze wyznaczniki w, spelniaja zwiazek rekurencyjny w, = wp_1 + wn_2, gdzie
woy = 1.

Zadanie 1.13

Niech A € R™*" i niech I bedzie macierza jednostkowg stopnia n. Latwo sprawdzié, ze
w(z) = det (A — xI) jest wielomianem stopnia n ze wspélczynnikiem (—1)" przy naj-
wyzszej potedze. Ten wielomian nazywa sie wielomianem charakterystycznym macierzy
A, a jego pierwiastki nazywajg sie wartosciami wtasnymi macierzy A.

(a) Wyznaczy¢ pierwiastki wielomianu charakterystycznego dla macierzy (zob. [8], str.

155) ]
4 -1 =2 4 11
IR
1 -1 1 01 4
(b) Niech

0 1 0 0 0 ]

0 0 1 0 0

A= :

0 0 0 0 1

—ap —ai; —az2 —az ... —0ap—-1 |

Pokazaé, ze det (x] — A) = 2" + ap_ 12" ' 4+ ... + a1z + ag.

11



Lista druga - Macierze odwrotne, uklady réwnan liniowych
i eliminacja Gaussa.

Wyznaczanie macierzy odwrotnych za pomocq dopelnien algberaicznych, zastosowanie macierzy od-
wrotnych do rozwigzywania ukladow rownan liniowych, uklady réwnan liniowych z macierzq trojkgtna,
rozwigzywanie ukiadow réwnan liniowych za pomocq eliminacji Gaussa.

Pytania

1. Co to jest dopelnienie algebraiczne elementu macierzy?

2. Jak mozna za pomoca dopelnien algebraicznych zapisa¢ wzér na rozwiniecie Laplace‘a
wyznacznika?

3. Jak mozna wyznaczy¢ macierz odwrotng za pomoca dopelnien algebraicznych, a jak za
pomoca rozwigzywania odpowiednich uktadéw réwnan liniowych?

4. Jaki jest zwigzek miedzy wyznacznikiem macierzy nieosobliwej A i wyznacznikiem ma-
cierzy odwrotnej A~1?

5. Jak mozna rozwiazaé sie uktad réwnan liniowych AX = B z macierza trojkatna A,
ktorej wszystkie elementy na glownej przekatnej sg niezerowe?

6. Za pomocy jakiego przeksztalcenia elementarnego mozna wyzerowaé element macierzy
na pozycji (2,1)? Ktére elementy macierzy ulegna zmianie po tym przeksztalceniu?

7. Kiedy w trakcie eliminacji Gaussa powinno sie przestawi¢ dwa wiersze? Podaé¢ przyktad
ilustrujacy odpowiedz.

8. Jaki zmieni sie macierz uktadu réwnan liniowych, jesli zmienimy numeracje niewiado-
mych, na przyktad przestawimy pierwsza niewiadoma z druga?

Lista druga - zadania podstawowe

Zadanie 2.1

(a) Wykazaé, ze (A~1)T = (AT)~!, korzystajac z definicji macierzy odwrotnej i wia-
snosci transponowania macierzy.

(b) Niech A bedzie macierza symetryczna nieosobliwg. Czy macierz odwrotna A~! tez
bedzie symetryczna? Jak to uzasadnié?

Zadanie 2.2
([16], str. 113) Obliczy¢

5
17 -6
35 —12 |’
korzystajac z zaleznosci

7 -6 | |2 3 20 -7 3
3 =12 | |5 7 0 3 5 =2
Wskazowka. Zauwazy¢, ze z prawej strony réwnosci macierz wystepujaca na prawo od

macierzy przekatniowej jest odwrotnoscia macierzy wystepujacej na lewo od przekat-
niowej. Skorzysta¢ z tacznosci mnozenia macierzy.
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Zadanie 2.3

Wyznaczy¢ wszystkie minory stopnia 2 i dopelnienia algebraiczne elementéw macierzy

1 -2 3
A= 0 -1
-3 0 4

Zadanie 2.4

(a) Wyznaczy¢ za pomoca macierzy dolaczonej (dopelnien algebraicznych) macierz
odwrotng A~! dla

2 3 1 2
2 3 1 2 112 0
A‘l1 1]’ A‘l1—2]’ A=1o 01 2 |
00 1 -2
100 2 5 5
A=|a 1 0], A=]0 1 -3
0 a 1 00 2

Sprawdzi¢ wyniki pokazujac, ze AA™ = A7TA = 1.

(b) Ostatnia macierz A z zadania 2, podpunktu (a) jest trojkatna gérna. Jak wykorzy-
staé to przy obliczaniu macierzy odwrotnej za pomoca dopelnien algebraicznych?
Wskazowka. Zobacz zadanie 2.10b z listy zadan uzupelniajacych.

Zadanie 2.5

(a) ([19], str. 95 ) Znalezé macierz X spelniajaca réwnanie macierzowe

BRI |

Dlaczego taka macierz X istnieje? Czy jest jednoznaczna? Wskazéwka. Niech ma-

cierz G bedzie nieosobliwa. Wykazaé, ze macierz Y = G~'C jest rozwigzaniem

rownania macierzowego GY = C. Z jakich wlasnosci mnozenia macierzy korzysta
(b) Rozwiazaé réwnanie macierzowe

sie w dowodzie?
3 1 1 3 3 3
HkIE
Zadanie 2.6

Zapisa¢ ponizszy uklad réwnan liniowych w postaci macierzowej AX = B

—2b+3c=1, 3a+6b—3c=-2, 6a-+6b+3c=>5.

Czy macierz A tego ukladu jest nieosobliwa?
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Zadanie 2.7

(a) Wyznaczy¢ trzecia kolumne macierzy odwrotnej do macierzy tréjkatnej gérnej z
zadania 2a, rozwigzujac odpowiedni uktad réwnan liniowych.

(b) Wyznaczone w zadaniu 2a macierze odwrotne zastosowaé¢ do rozwiazania uktadéw
AX = B, gdzie macierz jednokolumnowa B jest pierwszg kolumnag macierzy jed-
nostkowej odpowiedniego stopnia. Zauwazy¢, ze wtedy obliczone rozwigzanie jest
réwne pierwszej kolumnie macierzy odwrotnej A~1.

Zadanie 2.8

(a) Zastosowaé elementarne przeksztalcenia, stosowane w eliminacji Gaussa, do prze-
ksztalcenia macierzy A do postaci gérnej tréjkatnej

12 00 1 200

1 2 3
2100 21 2 0
A‘igz’A_0012’A_0212
00 2 1 00 2 1

Czy wyznaczniki otrzymanych po tych przeksztalceniach macierzy ulegly zmianie?
Dlaczego?

(b) ([1], str. 60) Za pomoca elementarnych przeksztalcen (eliminacji Gaussa) prze-
ksztalci¢ ponizszy uktad réwnan liniowych do uktadu z macierza gérna trojkatna

1 +xo+2x3 =01, 1 +x3="00, 221+ 22+ 313=D3.

Jakie warunki musza spelnia¢ wspoétczynniki by, be, bg, aby ten uktad réwnan linio-
wych mial rozwigzanie? Wskazéwka. Jak wyglada ostatnie réwnanie otrzymanego
uktadu réownan i co z jego postaci wynika?

To samo wykona¢ dla nastepujacego uktadu

r1 +2x9 +3x3 = by, 2x1 + 5xo + 323 = by, 1 + 813 = b3.

Czy ten uklad ma jednoznaczne rozwigzanie dla dowolnych by, ba, b3? Zbadaé, czy
macierze obu uktadéw sa nieosobliwe.

Zadanie 2.9

([1], str. 18, 19) Za pomoca eliminacji Gaussa, z ewentualnym przestawianiem wierszy,
rozwigzaé uklady réwnan liniowych AX = B dla nastepujacych par danych A i B:

0 0 1 1 1 2 2 2 2
A=1]11 0 0], A=| -1 -2 3|, A=1| -2 5 2|,
010 3 -7 4 8 1 4
B =15,3,4T, B =18,1,10]7, B =10,1,-1]T,
1 -1 2 -1 01 2 3
2 1 -2 -2 1 01 2
A=11 2 -4 1 | A=1494 0 1]’
3 0 0 -3 3210
B=[-1,-2,1,-3]T, B =1[6,4,4,6]"
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Lista druga - zadania uzupelniajgce

Zadanie 2.10

(a) Udowodnié, ze iloczyn dwdch macierzy tréjkatnych gérnych tego samego stopnia
jest tez macierza tréjkatna gorna.

(b) Wykazaé, ze macierz odwrotna do nieosobliwej macierzy tréjkatnej gérnej jest tez
tréjkatna gérna. Ktore dopelnienia algebraiczne sa na pewno réwne zero?

Zadanie 2.11

([1], str. 65) Zapisa¢ réwnania

Y1 =21 — T2 +x3, Y2 =3w1 + w2 —4w3, yY3= —2x1 — 2x9 + 33,

oraz
z1=4y1 —y2+ys3, 2z2=—3y1+5y2 —y3

w macierzowej postaci Y = AX i Z = BY. Wykorzystaé je do otrzymania bezposred-

niego zwiazku miedzy Z i X, czyli do wyznaczenia macierzy C' takiej, ze Z = CX.

Zastosowal ten zwigzek do wyrazenia zy 1 z9 przez x1,xs i x3. Sprawdzi¢ otrzymane

wyniki przez odpowiednie podstawienia do rownan.

Zadanie 2.12

(a) Macierz rzeczywista @) nazywa sie ortogonalna jesli spelnia warunek Q—1 = Q7.
Zbadaé, czy ponizsze macierze sa ortogonalne

0 0 1 cosae —sina 0
1 0 0|, sina  cosa 0
010 0 0 1

Jakie wartosci moze przyjmowaé wyznacznik macierzy ortogonalnej?

(b) Niech A bedzie macierza nieosobliwa i niech U, V' beda macierzami jednokolum-
nowymi. Wéwczas macierz VT A71U jest stopnia 1, czyli ma tylko jeden element.
Niech ten jej jedyny element a bedzie rézny od jedynki, a # 1. Korzystajac z
definicji macierzy odwrotnej, udowodni¢ nastepujacy wzdr Shermana-Morrisona:

1
(A-Uvh=t=4a"14 1—A_1UVTA_1.

(c) Niech macierz J,, stopnia n ma wszystkie elementy réwne 1. Zastosowaé wzor
Sherman-Morrisona do wykazania, ze (I — J,)"' = I — ﬁJn. A jak to mozna
udowodnié¢ bezposrednio z definicji macierzy odwrotnej? Wskazowka. Zauwazy¢,

ze macierz J, jest iloczynem macierzy jednokolumnowej o wszystkich elementach
réwnych 1 1 macierzy jednowierszowej o wszystkich elementach réwnych 1.

15



Zadanie 2.13

Blokiem wymiaru p x ¢ macierzy A = [a;;] nazywamy jej podmacierz utworzona przez
elementy a;; lezace na przecigciu ustalonych p wierszy i ¢ kolumn. Na przykiad macierz
kwadratowa A stopnia n moze by¢ podzielona w nastepujacy sposéb na cztery bloki

Ann Agg
A =
[ Agr Ay ] ’

gdzie bloki Ai; 1 Ao sa macierzami kwadratowymi stopnia k i n — k, odpowiednio.
Macierze w postaci blokowej nazywa si¢ tez macierzami blokowymi. Dziatania na ma-
cierzach blokowych wykonuje sie¢ zgodnie z tymi samymi zasadami, co na macierzach o
elementach liczbowych.

Niech macierz kwadratowa B stopnia n bedzie podzielona na bloki tak jak powyzej
macierz A. Latwo mozna pokazaé, ze iloczyn AB mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci
blokowej:

A Bii + A12Boy, A1 Bio + A12B ]

AB =
[ A91B11 + A Ba1, A1 Bia + Ay B

W szczegdlnoéci A2 mozna zapisaé tak:

A2 An1An + AigAgr, AnAie + ApAg
A1 A1 + A Agr, Ag1Aig + ApAgx |

(a) Niech blok Ay bedzie zerowy, a bloki przekatniowe Ajq i Age niech beda nieoso-
bliwe. Wykaza¢ (korzystajac z definicji macierzy odwrotnej i mnozenia macierzy
w postaci blokowej), ze woéwczas

- l A A A Ay ] .

0 Ay
(b) Niech
1 2 00 1 2 00
2100 21 20
A= 001 2]/ B= 0 2 1 2
0 0 21 0 0 21

Macierz A (i B) podzieli¢ na cztery bloki stopnia 2. Zastosowaé powyzsze wzory

do obliczenia A%, AB i AL

Uwaga. Postaé¢ blokowa macierzy nie jest w programie wyktadu.
Zadanie 2.14

(Eliminacja Gaussa-Jordana) W trakcie eliminacji Gaussa, zastosowanej do uktadu réw-
nan liniowych z nieosobliwa macierza, uktad jest przeksztatcany do uktadu réwnowaz-
nego z macierzg trojkatng gorna (z ewentualnym przestawianiem réwnan, czyli wierszy
macierzy ukladu i prawej strony). Proces ten mozna kontynuowaé przeksztalcajac uktad
do uktadu z macierza przekatniowa (za pomoca elementarnych przeksztalcen ”zerujac”
elementy macierzy uktadu powyzej gléwnej przekatnej), ktéry bardzo tatwo mozna roz-
wigza¢. Metoda ta nazywa sie eliminacjg Gaussa-Jordana. Rozwiazaé za pomocy eli-
minacji Gaussa-Jordana, ktorys z uktadéw rownan liniowych podany w poprzednich
zadaniach.

16



Lista trzecia - Dowolne uklady réwnan liniowych, twierdzenie
Kroneckera-Capellego i wzory Cramera.

Wyznaczanie rzedu macierzy, badanie istnienia i jednoznacznos$ci rozwigzania uktadu rownan liniowych

za pomocg twierdzenia Kroneckera-Capellego, rozwigzywanie dowolnych uktadow ronan liniowych, wzo-

ry Cramera dla ukladéw z macierzqg nieosobliwg.
Pytania

1.

Jakie elementarne przeksztalcenia nie zmieniaja rzedu macierzy? Czy przestawienie
dwdch wierszy w macierzy zmieni jej rzad? Podaé definicje rzedu macierzy.

. Czy prawdziwe jest nastepujace zdanie: Rzad kwadratowej macierz przekatniowej jest

rowny liczbie niezerowych elementéw na jej gtéwnej przekatnej?

3. Jak brzmi twierdzenie Kroneckera-Capellego?

Kiedy uktad n réwnan liniowych jednorodnych z n niewiadomymi ma niezerowe rozwia-
zanie?

. Jaki rzad ma macierz nieosobliwa stopnia n? Czy rozwigzanie uktadu réwnan liniowych

z macierza nieosobliwa jest jednoznaczne?
Kiedy uktad réwnan liniowych niejednorodnych ma jednoznaczne rozwiazanie?

Czy kazdy uklad m réwnan liniowych z n niewiadomymi ma rozwigzanie, jesli macierz
uktadu ma rzad m? A jaki wniosek otrzymuje sie dla ukladu, ktérego macierz ma rzad
n?

Kiedy mozna stosowaé¢ wzory Cramera do rozwigzania uktadu réwnan liniowych?

Niech A bedzie macierzg stopnia n. Czy sa réwnowazne nastepujace stwierdzenia:

a) istnieje A1,

(a)
(b) A jest nieosobliwa,
(¢) A ma rzad n,

)

(d) uklad réwnan liniowych jednorodnych AX = 0 ma tylko zerowe rozwiazanie.

Lista trzecia - Zadania podstawowe

Zadanie 3.1

(a) Poda¢ przyklady macierzy prostokatnych, ktére maja rzad réwny 2.
(b) ([1], str. 211) Wyznaczy¢ rzad macierzy

1 4 5 2 ;‘112

A=| 2 1 3 0|, B=
-1 3 2 2 -1 32
-1 0 1

Czy elementarne przeksztalcenia (jakie?) moga ulatwi¢ wyznaczenie rzedu macie-
rzy?
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(c) ([15], str. 23, [19], str. 102) Wyznaczy¢ rzad nastepujacych macierzy w zaleznosci
od wartoéci parametru A

7T—A —-12 6
10 —-19-A 10
12 —24 13— A

A A+2 2
A—2 2X—-5 2A—4 |’

Zadanie 3.2

(a) Napisaé¢ przyklad jednorodnego ukladu trzech réwnan liniowych z czteroma nie-
wiadomymi z macierzg uktadu rzedu 2. Czy ten uklad ma niezerowe rozwiazanie?

(b) ([1], str. 24) Dla jakich wartosci A jednorodny uklad réwnan liniowych
A=3)x4+y=0, z+(A—=3)y=0

ma niezerowe rozwiazanie?
(c) ([1], str. 23) Bez wykonywania obliczen sprobowaé¢ wyjasnié, czy nastepujace uklady
rownan liniowych jednorodnych maja niezerowe rozwiazanie:

1+ 322 — 23 =0 201 — 3xo + 43 — x4 =0

3$1—2$2:0
601 — dgy — 0 To — 8x3 =0 , Tx1+ 29 —8x3+9x4 =0
! 2= 4r3 =10 201 +8x9+x3— 24 =0

Zadanie 3.3

(a) ([1], str. 19) Dla jakich wartosci parametru p ponizszy uklad réwnan liniowych nie-
jednorodnych nie ma rozwiazania? Kiedy ma doktadnie jedno rozwiazanie? Kiedy
ma nieskonczenie wiele rozwigzan?

rt+2y—32=4, 3rx—y+52=2, dr+y+ (P —14)z=p+2.

(b) ([19], str. 99-100) Zbadaé, czy ponizsze uklady réwnan liniowych maja rozwiazanie
i czy jest ono jednoznaczne w zaleznosci od wartosci parametréow a, b:

3r—2y+z2=0» 3r—2y+2=0 (a+l)z+y=a+2
bx —8y+92=3 , ar — 14y + 152 =0 (a+3)r+2y=3a+1
2 +y+az=-1 r—2y—32=0 3r+y=>5

(c) Dlaczego nastepujacy uklad réwnan liniowych
rT+y+pz=2, 220+2z=2, x+y+z=2

ma rozwiazanie dla kazdego parametru p? Dla jakich wartosci parametru p to
rozwigzanie jest jednoznaczne?

(d) ([1], str. 64) Jak powinny by¢ wybrane wartosci parametréw a,b i ¢, zeby uktad
réwnan liniowych

ar +by—3z2=-3, —2x—-by+cz=-1, ar+3y—cz= -3

mial rozwigzanie x = 1,y = -1,z = 27
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Zadanie 3.4

([15], str. 25, [19], str. 100, 101) Zbadaé za pomoca twierdzenia Kroneckera-Capellego,
czy nizej podane uklady réwnan liniowych o macierzy prostokatnej maja rozwiazania.
Jedli tak, to wyznaczyé rozwiazania, rozwigzujac na przyklad za pomoca eliminacji
Gaussa odpowiedni poduktad.

rT+y+z=2
1:
51 + 312 + 5wz + 1224 = 10 % —y—z=1 rry+z+1=0
20 —y+2—-—2=0
2x1 4+ 2x9 + 3x3 + 5r4 =4 , dr+y+32=3 5t — 435 —3 =0
T, + Tro + 923 +4x4 = 2 r+y—5z=38 y -

6z + 3y — z = 13 fe=2y+4z-5=0
Ktoére niewiadome beda parametrami w tym podukladzie, a ktére niewiadome beda od
nich zaleze¢?

Zadanie 3.5

(a) ([12], str. 108) Dla jakich wartosci parametru p ponizsze uklady réwnan liniowych
moga by¢ rozwiazane za pomoca wzoréw Cramera:

pr+3y+pz=0
—pr+2z=3 ?

r+2y+pz=p

(p+1lz—py=1
2+ (p—1)=3p ’

(b) Zastosowaé¢ wzory Cramera do rozwiazania nastepujacych ukladéw réwnan linio-
wych, jesli to mozliwe: ([12], str.108, [1], str. 96)

To+x3+xT4 =4
T1+ a3+ =—1
1+ X9+ x4 =2
Ty +x9+23=—-2

3r1 —x9 +x3 =4
s —$1+7$2—2$3:1
2x1 +6x9 —x3 =05

(c) ([12], str. ) Stosujac wzér Cramera, wyznaczy¢ tylko niewiadoma y dla nastepuja-
cego ukladu réwnan liniowych

r+3y+32+3t=4
3r+y+32+3t=4
3z+3y+2+3t=6
3x+3y+32+1t=6

Lista trzecia - Zadania uzupelniajace

Zadanie 3.6

Niech A € R™*! bedzie macierza jednokolumnows, a B € R'*™ macierzg jednowier-
szowg. Jaki wymiar ma macierz C' = AB? Czy mozna obliczy¢ iloczyn D = BA jesli
m # n? Niech m = n. Dlaczego wéwczas wyznacznik macierzy C = AB jest réwny
zero? Jaki rzad ma macierz C? Wskazdwka. Napisa¢ wzory na elementy macierzy C na
przyktad dla m = n = 3 i zastanowic sie, jaka wlasnosé maja kolumny macierzy C.
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Zadanie 3.7
Korzystajac z warunkéow na rozwiazalnos¢ dowolnego uktadu réwnan liniowych podaé
warunki na to, by na plaszczyznie:
(i) trzy punkty lezaly na wspoélnej prostej (byly wspétliniowe),
(ii) trzy proste przechodzily przez wspélny punkt.

Zadanie 3.8
([1], str. 24) Rozwazy¢ uklad trzech réwnan jednorodnych

ar+by=0, cx+dy=0, ex+ fy=0.

Zbadaé¢ wzajemne polozenie prostych na plaszczyznie, opisanych przez poszczegdlne
réwnania. Rozpatrzyé dwa przypadki: uklad ma tylko trywialne rozwiazanie (zerowe) i
uktad ma nietrywialne rozwiazanie (niezerowe).

Zadanie 3.9

([12], str. 118) Znalez¢ macierz A spelniajaca jednoczesnie oba podane warunki
1 40 9 7 2 1 3 4 16
[225]14_[6 23]’ [110‘|A_[3 4‘|'
Czy macierz A jest okreslona jednoznacznie?
Zadanie 3.10

(a) ([1], str. 20) Znalezé wspotczynniki wielomianu w(x) = az® + bx? + cx + d, ktory
dla 1 = 0,29 = 1,23 = 3, x4 = 4 przyjmuje odpowiednio wartosci

w(0) =10, w(l) =7, w(3) = —11, w(4) = —14.

Wskazowka. Nalezy rozwiazaé¢ uktad rownan liniowych wynikajacy z podanych wa-
runkéw na wartosci wielomianu dla ustalonych argumentéw. Niewiadomymi tego
uktadu sg wspélezynniki szukanego wielomianu. Zwroéci¢ uwage na postaé macierzy
uktadu i poréwnaé ja z wyznacznikiem Vandermonde’a, zdefiniowanym w jednym
z zadan uzupelniajacych z listy 3. Czy powyzsze warunki jednoznacznie okreslaja
ten wielomian? Co by byto, gdyby argumenty zi,...,z4 nie byly rézne? Uwaga.
Zadanie jest przyktadem interpolacji wielomianowej Lagrange’a.

(b) ([17], str. 71) Niech z1 = 1, z9 = 2. Znalez¢ wielomian w(z) stopnia < 5 spelniajacy
warunki (w tych warunkach wystepuja pochodne)

w(zy) = =2, w(z) = -7, W' (x) = —14, w"(x1) = 24,
w(ze) = —4, w'(z2) = 25.

Uwaga. Zadanie jest przyktadem interpolacji wielomianowej Hermite a.

(c) ([8], str. 95) Niech w(x) bedzie wielomianem stopnia < 5 spelniajacym warunki
w(0) = w(l) =w(2) =w(3) =0.

Napisa¢ uktad réwnan liniowych, ktérego rozwiazaniem sa wspotczynniki wielomia-
nu w(z), spelniajacego te warunki. Zbadaé, czy te warunki jednoznacznie okreslaja
ten wielomian. Podaé¢ ogélna postaé¢ wielomianéw w(x), spelniajacych te warunki.
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Zadanie 3.11

([8], str. 155) Niech liczba X bedzie wartoscia wlasna macierzy A € R™ " czyli pierwiast-
kiem jej wielomianu charakterystycznego w(z) = det (A — zI) (zob. zadanie uzupelnia-
jace 3.13). Wobec tego macierz uktadu réwnan liniowych jednorodnych (A4 — AI)X =
0,X € R**! jest osobliwa i uklad ten ma niezerowe rozwigzania. Niech

4 -1 -2
A=112 1 =2
1 -1 1

Sprawdzié, ze A = 1 jest wartoscia wtasna macierzy A i wyznaczy¢ rzad macierzy A — Al
oraz rozwiazania uktadu (A — AI)X = 0. To samo wykona¢ dla macierzy

2 -5 -3
A=| -1 -2 -3
3 15 12

i A = 3. Przypomienie. Symbol I oznacza macierz jednostkowa.

Zadanie 3.12

Niech dany bedzie uklad réownan liniowych AX = B, gdzie A € R"*™ jest macierza nie-

osobliwa, X, B € R"™*! s3 macierzami jednokolumnowymi, X = [z1,22,...,2,]". Wia-
domo, ze rozwiazaniem tego uktadu réwnan liniowych niejednorodnych jest X = A~ B.
Wykazaé, ze ten wzér jest rownowazny wzorom Cramera rp = d(fettﬁ’“, k=1,...,n.

Wskazowka. Rozwinaé wyznacznik det Ap wzgledem k-tej kolumny. Czy to wyrazenie
podzielone przez det A jest réwne k-temu elementowi macierzy A~'B? Skorzystaé¢ z
macierzy dotaczone;j.

Lista czwarta - Podstawowe wlasnosci liczb zespolonych

Postaé algebraiczna liczby zespolonej, cze$é rzeczywista i cze$é urojona, dziatania na liczbach zespolo-

nych, liczba sprzezona, modut i argument liczby zespolonej, postac trygonometryczna liczby zespoloney,

zastosowanie liczb zespolonym do opisu zbiorow punktow na plaszczyinie, wzor de Moivre’a.

Pytania

1.
2.
3.

Co to jest iloczyn kartezjanski dwéch zbioréw?
Kiedy dwie liczby zespolone sg réwne?

Czy dodawanie i mnozenie liczb zespolonych maja analogiczne wtasnosci jak dodawanie
i mnozenie liczb rzeczywistych (przemiennos$é, lacznosé, rozdzielnosé)?

Jaka interpretacje geometryczng ma dodawanie liczb zespolonych?

. Jaka liczbe nazywamy liczba sprzezona do danej liczby zespolonej? Jak potozone sg na

plaszczyznie punkty odpowiadajace liczbie z i liczbie sprzezonej z?7
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9.
10.

Jaka jest geometryczna interpretacja modutu i argumentu gltéwnego liczby zespolonej?
Gdzie leza na ptaszczyznie punkty odpowiadajace liczbom zespolonym o tym samym
argumencie gtéwnym, a gdzie leza punkty odpowiadajace liczbom zespolonym o tym
samym module?

Jaka jest interpretacja geometryczna modutu réznicy dwéch liczb zespolonych zq i 297
Gdzie leza na plaszczyznie punkty odpowiadajace liczbom zespolonym z takim, ze
|z — 21| = |z — 22, 21 # 227

Jak udowodnié (korzystajac z postaci algebraicznej ilorazu dwdéch liczb zespolonych),
ze modut ilorazu dwoch liczb zespolonych jest ilorazem ich modutéw?

Jaki jest zwigzek miedzy argumentami i modutami liczb zespolonych z oraz —z7

Jak za pomoca wzoru de Moivre’a mozna obliczaé potegi liczby zespolonej danej w po-
staci trygonometrycznej?

Lista czwarta - zadania podstawowe

Zadanie 4.1

(a) Wykonaé¢ podane dziatania na liczbach zespolonych:

1 , 1N 2+3 5-i
(§—|—0.21)(0.5—§z), 11;, Z.Z,

(b) Obliczy¢, stosujac wzory skréconego mnozenia
(2 —5i)(2 +5i), (125 —4i)% — (125 4 4i)?, (2 +1)3.
(c) Dla danych liczb zespolonych z; = 2 — 5i oraz zo = —1 — i obliczy¢

21 — 2921, (21— 22)z1, (214 322)2, 129 — z%, i(z0 — z1)2.

Zadanie 4.2

(a) Zapisa¢ w postaci algebraicznej nastepujace liczby zespolone
i(1471) — 3i(4 +2i), (1—30)%, (14i414>443)10,

(b) Dla dowolnej liczby catkowitej k obliczyé¢ (—i)¥. Zapisa¢ wartoéé w zaleznosci od
k. Postuzy¢ sie wzorem ”klamerkowym”.

(c) Niech z bedzie liczba zespolona. Wyznaczy¢ czesé rzeczywista i urojona nastepu-
jacych liczb zespolonych:

11—
P24, 2 (241), iz+2, 22, F22+4), -, :
z 1—1
owodanic, ze a dowolnej l1czby zespolone] 2 mamy lm (12) = € (2) oraz
d) Udowodni¢, ze dla dowolnej liczb lonej Im (i R

2(z+z) =Re 2.

(e) Zobrazowaé na plaszczyznie zbiér punktéw odpowiadajacych liczbom zespolonym
z spelniajacym warunki —1 < Re iz < 0.
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(f) Wyznaczy¢ czes$é rzeczywista oraz urojona ilorazu dwéch liczb zespolonych zq /29,

z9 ?é 0.
Zadanie 4.3

(a) Znalez¢ liczby rzeczywiste x,y spelniajace réwnanie
() 24302+ (5—20)y=—8+7i, (i) 2+yi)+ (z—3i) =7 —1.
(b) Wyznaczy¢ liczbe zespolona z spelniajaca réwnanie
(i) 1+1i)z+3(z—1) =0, (i) 22+ 5i =6 — Z.
(c) Rozwiazaé nastepujacy uklad dwéch réwnan z dwiema niewiadomymi zespolonymi
21 oraz zs:
(2+i)21—i22:i, 221 + 29 =3+ 1.

Zadanie 4.4

Zaznaczy¢ na plaszczyznie potozenie punktéw odpowiadajacych danym liczbom zespo-
lonym. Dla kazdej z nich wyznaczy¢ modul i argument gltéwny oraz zapisaé ja w postaci
trygonometrycznej

2 3 4 1 1
V2+iv2, VB —i, —V2+iV6, mi, (VI—iVT), =

144 1+3i+1—3z"

Zadanie 4.5

(a) Zaznaczy¢ na plaszczyZznie punkt odpowiadajacy liczbie zespolonej 2 + 3i oraz
punkty odpowiadajace liczbom zespolonym z spelniajacym warunek |z| = |2+ 3i].
(b) Wykorzystujac geometryczna interpretacje modutu réznicy dwéch liczb zespolo-
nych |z — zg|, zaznaczy¢ na plaszezyznie zbiér punktéw odpowiadajacych liczbom
zespolonym z spelniajacym warunek:
(i) 2] < 3, (ii) |z =2+ 3i| =1,
(iii) 2 < |2z + 4i] < 6, (iv) [z —2i|>3 i 0<argz<g.

(c) Zastosowaé postaé algebraiczna i definicje modutu liczby zespolonej oraz réwnanie
okregu do rozwiazania jednego z przyktadéw z poprzedniego podpunktu. Przypo-
mnienie. Rownanie okregu o promieniu r i sSrodku w punkcie o wspétrzednych (a, b)
ma nastepujaca postaé: (r —a)? + (y — b)? = r2.

Zadanie 4.6

Zaznaczy¢ na plaszczyznie zbiér punktéw odpowiadajacych liczbom zespolonym z spel-
niajacym warunek
(i) 27/3 < arg z < b /4, (i) 0 < arg (—z) < 57/3.

Zadanie 4.7

(a) Niech z = % + @z Zaznaczy¢ na plaszezyznie punkty odpowiadajace liczbom
z,—2,12, 2. Zapisa¢ kazda z nich w postaci trygonometrycznej. Jakie sa zwiazki
miedzy modutem i argumentem glownym liczby z a modutami i argumentami
gltéwnymi pozostaltych liczb?

(b) Niech z = |z|(cos a + isin a). Zaznaczy¢ na plaszezyznie punkty odpowiadajace
liczbom zespolonym z, —z, iz, 3z, —z/i oraz zapisaé je w postaci trygono-
metrycznej. Wykorzysta¢ wzory redukcyjne dla sinusa i cosinusa.
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(c) Latwo zauwazy¢, ze pomnozenie liczby zespolonej z przez liczbe i moze by¢ zin-
terpretowane jako obrét punktu, odpowiadajacego liczbie z, na ptaszczyznie o 90
stopni przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara. Jaka jest interpretacja geometryczna
dzielenia liczby zespolonej z przez 7

Zadanie 4.8

(a) Niech z = |z|(cos a + isin «) bedzie dowolna liczba zespolona. Wyprowadzié¢ wzér
na postaé¢ trygonometryczng liczby 22 i poréwnaé¢ go z wzorem de Moivre'a.

(b) Wyznaczy¢ postaé¢ trygonometryczna nastepujacych liczb zespolonych
=140, 2z=i—+3

i zastosowaé wzor de Moivre’a do obliczenia nastepujacych ich poteg

30 25 13
L2 =6 21 21 22
1> 2 Z%O 9 Zg ) Z-77

Wiymniki zapisa¢ w postaci algebraicznej.
(c) Niech z; = |z1]|(cos a + isin ), zg = |z2|(cos § + isin 3).
(i) Skorzystac¢ z odpowiednich tozsamosci trygonometrycznych (zob. lista zerowa)

do uzasadnienia nastepujacego wzoru na mnozenie liczb zespolonych w postaci
trygonometrycznej

2129 = \zlﬂzg\(cos (a+pB) —i—z’sin(a—i—ﬂ)).

(ii) Niech zy # 0. Jaka postaé trygonometryczna ma iloraz z;/z9? Jak uzasadnié
ten wzér, korzystajac z wzoru na postaé¢ trygonometryczna iloczynu dwoch
liczb zespolonych?

(iii) Niech

21:1+i, Zzzi_\/§7 2’3:22/21.

Obliczyé 23°.

Lista czwarta - zadania uzupelniajace

Zadanie 4.9

Udowodnié, ze jedli iloczyn dwdch liczb zespolonych 2z i 2o jest réwny 0, to co najmniej
jedna z liczb 21 i 29 musi by¢ zerem. Korzystajac z tej wlasnosci udowodnié, ze jesli
221 = zz9 oraz z # 0, to 21 = 2.

Zadanie 4.10

Udowodnié¢ nastepujace wlasnosci liczb zespolonych z € C
[zl =[—zl=lzl, laz| =la] |2], [Rez| <]zl

gdzie a € R.
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Zadanie 4.11
(a) ([6], str. 11) Udowodnié, ze:

(i) Jesli liczba zespolona z ma cze$é urojona rézna od zera oraz z + 1/z jest liczba
rzeczywista, to |z| = 1.

(i) Jesli z+ 1/z = 2cosav, to 2" 4+ 1/2" = 2cos (na). Wskazéwka. Skorzystaé ze
zwiazku miedzy postaciami trygonometrycznymi liczb z oraz 1/z.

(b) Wyrazié¢ cos (5ar) za pomoca cos « i sin . Skorzystaé ze wzoru de Moivre’a. Otrzy-
many wzoér uogélnié¢ dla cos (na). Wskazéwka. Poréwnaé wyrazenie z° wynikajace

5
z wzoru de Moivre’a z bezpoSednio obliczonym wyrazeniem ( |z|(cos o + i sin a)) .
(c) Wyrazié¢ za pomoca funkcji arctg argumenty liczb zespolonych
1424, 1-2¢, —-1-2i, —1+2i.

Wskazowka. Zbiorem wartosci funkcji y = arctg x jest przedziat (-7, ). Na przy-

ktad argumentem liczby —1 + 2i jest § + arctg(1/2).

Zadanie 4.12

Zaznaczy¢ na plaszczyznie zbiér punktéw odpowiadajacych liczbom zespolonym z spetl-

niajacym warunki

(i) ([15], str. 78) |z — 14| = |z — 1],
(i) [z — 21| < |z — 2],

(iii) ||:LZZI| > 1 (dla jakich liczb zespolonych to wyrazenie jest okreslone?).

Zadanie 4.13

(a) ([9], str. 50) Niech dwa wierzcholki tréjkata réwnobocznego odpowiadaja liczbom
zespolonym z1 = 1 oraz zo = 2 + i. Wyznaczy¢ wspdlrzedne trzeciego wierzchotka
tréjkata.

(b) ([9], str. 50) Dane sa kolejne wierzcholki réwnolegloboku odpowiadajace liczbom
zespolonym 21, 29 i 2z3. Wyznaczy¢ czwarty wierzcholek.

(c) ([9], str. 82) Niech punkty P(z,y) odpowiadaja liczbom zespolnym z = x + iy
spelniajacym réwnanie (1+44)z + (1 —i)z+2 = 0. Na jakiej prostej leza te punkty?
Niech punkt Q(a,b) odpowiada liczbie zespolonej a + bi = 1/z dla z spelniajacego
powyzsze rownanie. Czy punkty @ leza na okregu? Jesli tak, to na jakim?

Zadanie 4.14

([9], rozdz. 11, [17], str. 36 i 37) W zbiorze liczb zespolonych sa okreslone nastepujace
funkcje zmiennej zespolonej:

fo(z) =2 fi(z) = =2, falz) =1z, fi(z) = —iz, [fa(2) =2%,
f5(2) = -z, fﬁ(z) =1z, f7(2’) = —1Z, fS(Z) = %(2’ +2)

Poda¢ ich interpretacje geometryczne. Z jakimi przeksztalceniami plaszczyzny sa zwia-
zane te funkcje? Wskazdwka. Na przyktad fi(z) - symetria $rodkowa wzgledem poczatku
uktadu (obrét o kat m); fi(z) - symetria wzgledem osi rzeczywistej uktadu wspotrzed-
nych.
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Lista pigta - Obliczanie pierwiastkéw n-tego stopnia liczby zespolonej i rozktad

funkcji wymiernej na sume rzeczywistych utamkéw prostych

Obliczanie pierwiastkow n-tego stopnia liczby zespolonej, postaé wyktadnicza liczby zespolonej, dziata-

nia na wielomianach, pierwiastki wielomianu, krotnosé pierwiastka, twierdzenie Bézouta, zasadnicze

twierdzenie algebry, rozktad wielomianu rzeczywistego na czynniki rzeczywiste nierozktadalne, funkcja

wymierna, rzeczywiste utamki proste, rozklad funkcji wymiernej na sume rzeczywistych ulamkoéw pro-

stych.

Pytania

1.

10.

11.

Jak definiuje sie pierwiastek n-tego stopnia liczby zespolonej z7 Ile réznych pierwiastkdw
n-tego stopnia ma niezerowa liczba zespolona?

. Jak za pomocg wzoru de Moivre’a wyprowadza sie wzér na pierwiastki n-tego stopnia

liczby zespolonej?

Niech ¢ i ; beda pierwiastkami n-tego stopnia z jedynki. Czy ich iloczyn jest tez pier-
wiastkiem n-tego stopnia z jedynki? Jaka jest interpretacja geometryczna pierwiastkéw
z jedynki?

Niech dana bedzie posta¢ wykladnicza niezerowej liczby zespolonej z. Jaka postaé¢ wy-
kladnicza ma liczba 1/27

. Czy kazdy wielomian rzeczywisty ma pierwiastek rzeczywisty? Sformutowaé zasadnicze

twierdzenie algebry.

Dokoticzy¢ zdanie: Tréjmian kwadratowy o wspoétczynnikach rzeczywistych nie da sie
przedstawi¢ w postaci iloczynu dwoch jednomianéw rzeczywistych (czyli jest nierozkta-
dalny w zbiorze liczb rzeczywistych) wtedy i tylko wtedy, gdy .... A czy wtedy jest
rozktadalny w zbiorze liczb zespolonych?

Niech x; bedzie podwéjnym pierwiastkiem wielomianu w(x). Dla jakiej wartosci pa-
rametru k € N wielomian w(z) dzieli sie przez (z — 21)F? Skorzystaé z twierdzenia
Bézouta.

Niech zero bedzie pierwiastkiem wielomianu w(z) = apz™ + ... + a1z + a9. Co mozna
wywnioskowaé o wspotczynniku ag?

Jak mozna wyznaczy¢ krotnos¢ danego pierwiastka wielomianu?

7 jakich wtasnoéci liczb zespolonych wynika, ze jesli wielomian o wspotczynnikach rze-
czywistych ma pierwiastek zespolony z1 = a + bi, to z; tez musi by¢ pierwiastkiem tego
wielomianu? Jaki stad otrzymuje sie wniosek dotyczacy rzeczywistych pierwiastkéw wie-
lomianéw rzeczywistych stopnia nieparzystego?

Na sume jakich rzeczywistych utamkow prostych rozklada sie funkcja wymierna, kté-
rej licznik jest wielomianem stopnia zero, a mianownik nierozkladalnym tréjmianem
kwadratowym?
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Lista piagta - zadania podstawowe

Zadanie 5.1

(a) Wyznaczyé pierwiastki kwadratowe liczb zepolonych 1 + i, —1 + v/3i. Obliczenia
wykonaé¢ dwoma sposobami
(i) z definicji pierwiastka, wykorzystujac postaé¢ algebraiczna liczby zespolonej,
(ii) ze wzoru na pierwiastki, wykorzystujac postaé trygonometryczna liczby ze-
spolone;j.
(b) ([15], str. 73) Niech {/z oznacza zbidr wszystkich pierwiastkéw n-tego stopnia licz-
by zespolonej z. Zapisa¢ w postaci trygonometrycznej i zaznaczy¢ na plaszczyznie
elementy nastepujacych zbioréw

Vi, 1€/512(1—i\/§), \8/8\/5(1—1').

(c) ([15], str. 73) Zapisa¢ w postaci algebraicznej i zaznaczy¢ na plaszczyznie elemen-
ty nastepujacych zbioréw: pierwiastki trzeciego stopnia liczb 1, —1, ¢, —¢ oraz
V64, Y1+

(d) Wykorzystaé¢ umiejetnosé obliczania pierwiastkéw liczby zespolonej do rozwiazania
réwnan

2A48=0 22+4+i=0, 2*+1-i=0.
(e) W zbiorze liczb zespolonych rozwiaza¢ réwnania
P44z 45=0, 22-(3-2i)z+5-5i=0, z'+2:2-3=0.

Czy wéréd otrzymanych rozwigzan musza byé pary liczb zespolonych sprzezonych?
Dlaczego?

Zadanie 5.2

(a) Podzieli¢ wielomian p(x) przez wielomian ¢(z). Przed wykonaniem dzielenia spraw-
dzi¢ (korzystajac z twierdzenia Bézouta), czy reszta z dzielenia jest réwna zero.
Obliczenia wykonaé dla wielomiandw

p(z) =2* =323 +32° - 30 +2, qz) =2+ 1

(b) Bez wykonywania dzielenia odpowiedzie¢ na pytanie, przez ktéry z dwumianéw
x4+ 1,2 — i oraz x + 4 dzieli siec wielomian 2% + 1.

Zadanie 5.3

(a) Korzystajac z wlasnosci sprzezenia liczb zespolonych, udowodnié, ze jesli wielomian
o wspotczynnikach rzeczywistych ma pierwiastek zespolony &, to liczba sprzezona
€ jest tez jego pierwiastkiem. Dlaczego stad i z zasadniczego twierdzenia algebry
wynika, ze wielomian stopnia trzeciego o wspolczynnikach rzeczywistych ma co
najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty?

(b) Niech w(x) = apa™ + ... + a1z + ap. Czy i dlaczego |ag| jest iloczynem modu-
téw wszystkich pierwiastkow wielomianu, wymieniajac je tyle razy ile wynosi ich
krotno$¢? Wskazowka. Skorzystaé¢ z rozkltadu dowolnego wielomianu na iloczyn
dwumianéw zespolonych.
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(c) Skonstruowaé mozliwie najnizszego stopnia wielomian rzeczywisty, o wspolczynni-
ku jeden przy najwyzszej potedze, majacy:

(i) podwdjny pierwiastek 2 oraz pojedyncze pierwiastki 1 oraz —1 + 4,
(ii) podwéjny pierwiastek i oraz pojedynczy pierwiastek 1 — i.

Zadanie 5.4

(a)([12], str. 49) Znajac niektére z pierwiastkéw danego wielomianu rzeczywistego,
znalezé jego pozostale pierwiastki:

(i) 1 = -3, w(x) =23+ 722 + 20z + 24,
(i) 21 = V2 +1i, w(z) =2 —3v22% + 7z — 32,

(iii) 21 =4, 29 = —v/2i, w(z) =25 — 22° + 52* — 623 + 822 — 4o + 4.
(b) Korzystajac z wzoréw skréconego mnozenia, rozlozy¢ dane wielomiany w(z) na

czynniki liniowe i podaé pierwiastki tych wielomiandw:

z2+9, 24—16, z3+8, A 42241
Wskazéwka. 9 = —(30)2, 22 4+ 22 +1 =24+ 222 +1 - 22

(c) Dane wielomiany o wspélczynnikach rzeczywistych przedstawi¢ w postaci iloczynu
rzeczywistych czynnikéw nierozktadalnych:

zt4+16, 83 -1, 4z*+1222+9, 2P+z-—2.

(d) ([4], str. 91) Wielomian w(x) = 23 + px + ¢ ma pierwiastki x1, 2, 3, przy czym
r1 = x2,x3 = x1 — 6. Obliczy¢ wspdlezynniki p, q.

(e) ([4], str. 92) Reszta z dzielenia wielomianu w(z) przez dwumian z — 2 jest réwna
5, a reszta z dzielenia tego samego wielomianu przez dwumian x — 3 jest réwna 7.
Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu w(x) przez (z — 2)(z — 3).

Zadanie 5.5

(a) Napisaé, na sume jakich rzeczywistych utamkéw prostych mozna roztozyé funkcje
wymierng (nie wyznaczaé¢ wspélczynnikow tego przedstawienia)

S T2 5% + 62 — 23
22 —Tx+6" 23+22x-3" (z—1)2(22—1)%(22+1)%

(b) Wyrazi¢ funkcje wymierna w postaci sumy rzeczywistych utamkéw prostych:

1 3z —1 42% + x4 4 1
r(r—1)2" 23422 (z—-1)(z+1)2 24+4

(c) ([14], str. 74) Wyrazié funkcje wymierna w postaci sumy wielomianu i rzeczywistych
utamkow prostych:
x!? 2422 -3
26-1" 224+ax+1
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(d) Czy istnieja takie liczby A i B, ze

2x + 3 B A B 0

(x+1)2%2(x—1) _:U+1+:U—1'

Lista piagta - zadania uzupelniajace

Zadanie 5.6

([1], str. 501) Wyznaczy¢ postaé trygonometryczna liczb zespolonych z; oraz zo da-
nych w nastepujacej postaci wykladniczej z; = 3e'™, 29 = 3e™*" oraz podaé postaé
wyktadniczag liczb zy, Zzs.

Zadanie 5.7 ([15], str. 73)
Wykazaé, ze jesli liczba zespolona z jest jednym z pierwiastkdéw stopnia n liczby rzeczy-
wistej a, to takze liczba sprzezona z jest jednym z pierwiastkow m-tego stopnia liczby
a.

Zadanie 5.8
(a) Niech g, ...,e,—1 beda pierwiastkami n-tego stopnia z jedynki, czyli

% - {807' .- 7571—1}7

gdzie
2km o 2km
€k = COS —— + sIn ——1.
n n
Wykazaé, ze e = alf dla £ = 0,...,n — 1. Uwaga. Pierwiastek £; nazywamy

pierwiastkiem pierwotnym z jedynki .

(b) ([15], str. 73) Niech z i w beda liczbami zespolonymi i niech
Vz={z1,...,2n}.
Wykazaé, ze
Vz=A{z1,...,2,}, Vz'w=z{w, zw=uYw,
gdzie u jest jednym z elementéw zbioru {/z. Uwaga. u {/w oznacza zbioér wszystkich

pierwiastkéw n-tego stopnia liczby w pomnozonych przez u.

(c) ([12], str. 41) Odgadujac jeden z pierwiastkéw trzeciego stopnia liczby z = (2 —)°

obliczy¢ jej pozostate pierwiastki stopnia 3.
(d) ([15], str. 74, [6], str. 18) Rozwiaza¢ réwnania

A +1)"—(z—1)"=0, (i) (z+0)" = (2 —4)" = 0.

n
Wskazowka. Przeksztalcié pierwsze réwnanie do postaci (%) =1.
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(e) ([6], str. 19) Udowodnié, ze jesli liczba zespolona w ma modul réwny 1, to wszystkie
rozwigzania x réwnania

( 14z ) m
p =w
1 -1z

sa rzeczywiste dla dowolnej liczby naturalnej m > 1. Wskazowka. Zapisaé liczbe w
w postaci trygonometrycznej w = cos a1 sin o i wyrazié ﬁg za pomoca kwadratu

pierwiastka wy, stopnia 2m liczby w (0 < k < m — 1):

14z 9 a+2kr . a+2k7m
= Wk, WE = COS —(—— +1sin —(—.
2m 2m

1—1x
A co bedzie dla m = 17

(f) ([12], str. 41) Jednym z wierzchotkéw kwadratu jest punkt odpowiadajacy liczbie
zespolonej z; = 4—1i. Wyznaczy¢ pozostate wierzchotki kwadratu, ktérego srodkiem
jest poczatek uktadu wspoétrzednych. Wskazowka. Zauwazyé, ze liczby iz, 221,132,
odpowiadaja pozostalym wierzchotkom kwadratu.

(g) Niech liczby zespolone z1, 29,23 oraz z4 beda pierwiastkami czwartego stopnia
pewnej liczby zespolonej z. Zaznaczy¢ na plaszczyznie odpowiadajace im punkty i
zauwazy¢, ze sa one wierzchotkami pewnego kwadratu. Jaki jest promien okregu o
srodku w poczatku ukladu, w ktéry jest wpisany ten kwadrat?

Zadanie 5.9

Wyprowadzi¢ wzory Viéte‘a dla wielomianu stopnia 3, czyli wyrazi¢ wspotczynniki tego
wielomianu za pomoca jego pierwiastkdéw. Zastosowaé te wzory do obliczenia sumy i
iloczynu wszystkich pierwiastkéw trzeciego stopnia z jedynki.

Zadanie 5.10

([15], str. 87) Wykazaé, ze jesli liczba wymierna w postaci utamka nieskracalnego g jest
pierwiastkiem wielomianu w(z) = agz™ +a12" 4+ ...+ ap_17 + a, o wspoétczynnikach
catkowitych, to p dzieli wspotczynnik a,,, g dzieli wspétezynnik ag. Wyznaczyé wszystkie
pierwiastki wymierne wielomianéw

23— 622 + 150 — 14,  24z* — 4223 — 7722 + 562 + 60.

Zadanie 5.11

Niech wielomian
w(z) =ax + ...+ a1+ ap

o wspoélezynnikach rzeczywistych ma stopienn n i niech ag # 0. Podaé¢ zwiazek miedzy
pierwiastkami wielomianu w(z) oraz nastepujacych wielomianéw u(z) i v(z):

1

— — o
u(z) == w(x), v(z) = w(—x).
Do czego jest potrzebne zaltozenie, ze ag # 07 Wskazowka. Niech x1,...,z, beda pier-

wiastkami wielomianu w(x). Kazdy pierwiastek jest wymieniony tyle razy ile wynosi
jego krotnosé. Wéwcezas wielomian w(x) mozna zapisaé tak:

w(@) = ay [[ (2 — ).
j=1
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gdzie symbol H;'L:1 a; oznacza iloczyn n liczb ag ---a,. Jak korzystajac z tego zapisu
mozna przedstawié¢ wielomiany u(x) i v(x)?

Zadanie 5.12

([15], str. 83) Niech rzeczywisty wielomian w(z) stopnia n ma n réznych pierwiastkow
rzeczywistych 1, ..., x,. Rozlozyé funkcje wymierna 1/w(z) na sume utamkéw pro-
stych. Wspolezynniki wystepujace w tej sumie wyrazi¢ za pomoca wartosci pierwszej
pochodnej wielomianu w(z) dla x =z (k=1,...,n).

Lista szésta - Przestrzen wektorowa R? i plaszczyzny

Dzialania na wektorach w R?, dlugosé wektora, iloczyn skalarny, zastosowanie iloczynu wektorowego
oraz mieszanego do obliczania pola powierzchni i objetosci bryl, rownanie ogolne plaszczyzny, wektor
normalny, kgt miedzy plaszczyznami, plaszczyzna przez trzy punkty.

Pytania

1. Co to jest prostokatny kartezjanski uktad wspolrzednych? Jakie wektory nazywamy
wersorami?

2. Co to znaczy, ze orientacja tréjki wektoréw w przestrzeni R? jest zgodna z orientacja
tréjki wersoréw (zgodna z orientacja ukladu wspélrzednych)? Jak mozna zbadaé, czy
orientacja trojki wektoréw jest zgodna?

3. Jak mozna oszacowa¢ z gory modul iloczynu skalarnego dwéch wektoréw za pomoca

dtugosci wektoréw (nieréwnosé Cauchy-Schwarza)?

4. Czemu réwna sie dlugo$é wektora bedacego iloczynem wektorowym dwoch wektordw?
Wymieni¢ jedna z innych wlasnoéci iloczynu wektorowego.

5. Za pomocy jakich iloczynéw definiuje sie iloczyn mieszany uporzadkowanej trdjki wek-
torow? Czy zmieni sie warto$¢ iloczynu mieszanego, jesli przestawimy dwa pierwsze
wektory?

6. Czy kazde trzy punkty w przestrzeni jednoznacznie okreslaja ptaszczyzne, na ktorej one
leza? Odpowiedz zilustrowaé przykladem.

7. Jak wyznaczy¢ wektor normalny ptaszczyzny, jesli znamy wspotrzedne trzech punktow
lezacych na tej plaszczyznie? Czy to moga by¢ dowolne punkty lezace na tej plaszczyz-
nie?

8. Jak definiuje sie kat miedzy wektorami w R3? Jak obliczyé kat miedzy dwoma plasz-
czyznami?

Lista szé6sta - zadania podstawowe

Zadanie 6.1

(a) ([13], str. 222) Zbadaé, czy istnieja takie liczby «, 3,7, ze wektor d= 4,12, —3]

mozna przedstawi¢ w postaci d = ad+b++¢, gdzie a = [3,2,1], b= [5,7,0], ¢ =
3,2, 4].
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(b) ([19], str. 133) W rombie ABCD dane sa przekatne AD = a1 BD = b. Wyrazi¢
za pomocy wektoréw a i b wektory odpowiadajace bokom rombu.

(c) ([12], str. 126) Obliczy¢ dlugoéé¢ wektoréw & = [3,—4,12], b = [rcosa,rsina, r].

(d) ([13], str. 222) Wyznaczy¢ wektor € o dlugosci jeden oraz o kierunku i zwrocie
zgodnym z kierunkiem i zwrotem wektora & = [12, 3, —4].

Zadanie 6.2

(a) Obliczy¢ iloczyn skalarny aob danych par wektoréw a i b oraz cosinus kata miedzy
wektorami a i b:

—

i=[1,1,5, b=[2-1,3]
&=4i—3k, b=—1i+3j+2k,
gdzie i= [1,0,0], j: [0,1,0], k= [0,0, 1] sa wersorami osi uktadu wspélrzednych
Oxyz.
(b) ([19], str. 135) Znalezé wektor & wiedzac, ze jest jest on prostopadly do wektoréw

—

b =12,3,—1] i ¢ = [1,—2, 3] oraz spelnia warunek & o [2,—1,1] = —6.
(c) ([19], str. 135) Wektor & = [3, —1, 2] przedstawi¢ w postaci sumy dwoch wektoréw,
z ktérych jeden jest réwnolegly, a drugi prostopadly do wektora b = [—1,4, 5].

Zadanie 6.3

(a) Obliczy¢ iloczyn wektorowy danych par wektoréw a i b oraz pole réwnolegloboku
rozpietego na tych wektorach:

— —

d=1[-220, b=[1,5,-2; &a=2i+k b=2i—]+4k.
(b) ([13], str. 223) Obliczy¢ pole tréjkata o wierzchotkach
A(-1,0,-1), B(0,2,-3), C(4,4,1).

(c) ([19], str. 136) Sprawdzi¢ nastepujace wlasnosci iloczynu wektorowego:

—

ixi=jxj=kxk=0, ixj=

— —

=—jxi.

~l

—

(d) ([19], str. 136) Wykazaé, ze (2& + b) x (& + 2b) = 3(& x b).

X

Zadanie 6.4
(a) ([12], str. 140) Obliczy¢ iloczyn mieszany tréjki wektoréw
da=1[-3,2,1, b=10,1,-5, ¢=][2,3,—4]

oraz podac jego interpretacje geometryczna.

(b) ([12], str. 14) Obliczy¢ objetosé czworoscianu o wierzchotkach

A(1,1,1), B(1,2,3), C(2,3,-1), D(—1,3,5).
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Zadanie 6.5

(a) ([3], str. 133) Jak sa polozone w przestrzeni punkty P(x,y,z), dla ktérych
(i) z =0, (ii)) x =y =0, (iii) z =y, (iv) z =y =27
Odpowiedz zilustrowaé rysunkiem.

(b) ([3], str. 133) Dany jest punkt P(3,—1,2). Wyznaczy¢ wspélrzedne punktéw sy-
metrycznych do tego punktu wzgledem ptaszczyzn uktadu wspétrzednych.

(c) ([13], str. 221) Znalez¢ wspélrzedne punktu na osi Oy, ktéry lezy najblizej punktu
(3,—4,2).

(d) ([13], str. 221) Znalezé wspdlrzedne wszystkich punktéw, ktérych odleglosci od
osi wspoétrzednych sg nastepujace: d, = 2,d, = V2,d, = 2. Tle jest punktéw o tej
wlasnosci?

(e) ([13], str. 222) Dane sa wierzcholki czworokata: A(5,2,6), B(6,4,4), C(4,3,2) i
D(3,1,4). Sprawdzié, czy czworokat ABCD jest kwadratem.

Zadanie 6.6

(a) ([3], str. 142) Przez ktére z punktéw
A(~1,6,3), B(2,0,5), C(2,7,0)

przechodzi ptaszczyzna 4o —y + 3z +1 =07
(b) ([3], str. 145) Sprawdzié, czy dane cztery punkty leza na wspélnej plaszczyZznie
(i) (3,1,0), (0,7,2), (—1,0,-5), (4,1,5),
(i) (1,-1,1), (0,2,4), (1,3,3), (4,0,-3).
(c) (]3], str. 142) Napisa¢ réwnania ogélne plaszczyzn: Ozy, Oyz, Oxz oraz plaszczyzny
réwnoleglej do plaszczyzny Oxz i przechodzacej przez punkt P(2,—5,3).
(d) ([3], str. 142) Wykazaé osobliwosci polozenia nastepujacych plaszezyzn wzgledem
osi wspélrzednych (np. réwnolegtosé do osi lub plaszezyzny ukladu wspélrzednych,
przechodzenie przez poczatek uktadu wspélrzednych)

3r—5y+1=0, 9y—2=0, z+y—>5=0, 204+3y—72=0, 8y—3z=0.

Narysowad te plaszczyzny, ktére sg rownolegle od osi lub ptaszczyzn uktadu wspot-

rzednych.
(e) ([1], str. 144) Zbadaé wzajemne polozenie par plaszczyzn (réwnoleglosé, prostopa-

dlosé):
dr —y+22=5 r—4y—32—-2=0
Tr—3y+42=8 "~ 3 —12y —92—-7=0 "~
3r—y+2z—4=0 r—2y+3z2=4
x+2z=-1 ’ —2x+5y+4z=-1

Zadanie 6.7

Wyznaczy¢ réwnanie ogdlne plaszezyzny spelniajacej dane warunki:

(a) przechodzacej przez trzy punkty P(—4,—1,-1), Q(-2,0,1), R(—1,-2,-3).
(b) przechodzacej przez punkt P(—1,3, —2) i majacej wektor normalny i = [—2,1, —1].
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(¢) przechodzacej przez punkt P(1,2,3) i réwnoleglej do wektoréw a = [1,—1,0], b=
0,-1,1].

(d) ([13], str. 269) przechodzacej przez poczatek ukladu wspélrzednych i przez punkt
P(1,2,3) oraz prostopadlej do plaszczyzny x —y + 2z — 4 = 0.

(e) ([13], str. 269) przechodzacej przez poczatek ukladu wspélrzednych i prostopadie;j
do ptaszczyzmn: 26 —y +52+3=0ix+3y—2=7=0.

Zadanie 6.8

(a) ([12], str. 156) Wyznaczy¢ kat miedzy plaszczyznami x — 2y + 32z —5 =01 2z +
y—2+3=0.
(b) ([3], str. 144) Przez punkt P(—5,16,12) poprowadzono dwie plaszczyny: jedna z
nich zawiera o$ Oz, a druga o$ Oy. Obliczy¢ kat miedzy tymi plaszczyznami.
Lista szé6sta - zadania uzupelniajace

Zadanie 6.9

(a) ([15], str. 72) Niech z; i z2 beda liczbami zespolonymi. Udowodnié, ze |21 + 22| =
’|zl | — |22 |’ wtedy 1 tylko wtedy, gdy wektory odpowiadajace liczbom zespolonym z;
i zo maja jednakowy kierunek i przeciwny zwrot. Natomiast |21 + zo| = |21| + |22]
wtedy i tylko wtedy, gdy wektory reprezentujace liczby zespolone z; i 2o maja
jednakowy kierunek i zwrot.

(b) ([3], str. 197) Udowodnié, ze iloczyn skalarny dwéch wektoréw nie zmieni sig, jesli
do jednego z nich dodamy wektor prostopadly do drugiego wektora.

(c) Wyrazié¢ dlugosé wektora ¢ = 38— 4b za pomoca dlugosci wektoréw a i b wiedzac,
ze wektory a i b sa wzjemnie prostopadte.

(d) ([1], str. 538) Korzystajac z wlasnoéci przestrzeni wektorowej R? | udowodnié wzér
cosinuséw

a? = b? 4 ¢ — 2bccos (),

gdzie a, b, c s dlugosciami boku tréjkata, « jest katem lezacym na przeciwko boku
a.

(e) ([1], str. 135) Zapisa¢ prosciej wyrazenie (& + b) x (& — b).
Zadanie 6.10

(a) ([3], str. 198) Znajac wektory & i b, na ktérych jest zbudowany réwnoleglobok,
wyrazi¢ przez nie wektor przedstawiajacy wysoko$¢ rownolegtoboku prostopadtla
do boku, ktéry tworzy wektor a.

(b) ([3], str. 144) Obliczy¢ wysokosé ostrostupa o wierzchotkach
S(0,6,4), A(3,5,3), B(-2,11,-5a), C(1,—1,4),

poprowadzong z wierzchotka S.

(c) ([10], str. 45) Wyznaczyé wszystkie wartosci parametru ¢, dla ktérych tréjkat o
wierzchotkach znajdujacych sie w punktach O(0,0,0), A(—q,1,q), B(1,—¢q,q) ma
pole réwne (¢ +1)/v/2.
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Zadanie 6.11

(a) ([19], str. 136) Wykazaé, ze wektory &, b, € sa réwnolegle do jednej plaszezyzny
wtedy 1 tylko wtedy gdy ich iloczyn mieszany jest réwny zeru: & o (B x €) = 0.
(b) ([3], str. 143) Obliczy¢ pole tréjkata odcigtego przez plaszczyzny ukladu wspot-

rzednych i plaszczyzne 2z — 3y — z + 12 = 0. Wykonaé rysunek.

(c) ([14], str. 183) Dane sa trzy punkty Pi(1,3,—1), P(0,0,2), P3(1,1,1). Znalezé
réwnania trzech plaszczyzn parami prostopadlych, przechodzacych przez wspdélny
punkt P, z ktorych jedna przechodzi przez trzy punkty Pi, Ps, Ps.

(d) ([14], str. 183) Wykazaé, ze jesli plaszczyzna przechodzi przez trzy wierzcholki
trojkata: A(x1,y1,21), B(x2,y2, 22), C(x3,y3, 23), to jej réwnanie mozna zapisaé¢ w
nastepujacej postaci:

x Y Z
ro—21 Y2—Y1 22—z | =0
I3 —T1 Ya—Yr 23— 2

Lista siddma - Prosta w przestrzeni, krzywe drugiego stopnia na plaszczyznie

Prosta jako przeciecie dwoch plaszczyzn, rownanie parametryczne prostej w przestrzeni, wyznaczanie
punktu przebicia plaszczyzny przez prosta, rzut prostopadly punktu na plaszczyzne, odleglo$¢ punktu od
plaszczyzny i prostej, wzajemne potozenie prostych i plaszczyzn. Wyznaczanie rownan elipsy, hiperboli
i paraboli o zadanych wlasnosciach (kierownica, ognisko, mimosrdd, asymptota).

Pytania
1. Ile punktéw w przestrzeni jednoznacznie okresla prosta, na ktérej one leza? Poda¢ moz-
liwie najmniejsza liczbe.

2. Jaki jest zwiazek miedzy wektorem kierunkowym prostej i wektorami normalnymi ptasz-
czyzn, ktérych jest ona przecieciem?

3. Jak wyznaczy¢ wektor kierunkowy prostej, jesli dane jest jej réwnanie krawedziowe (czyli
dane sa réwnania ogdlne dwoch plaszezyzn, ktérych przecieciem jest ta prosta)?

4. Kiedy uktad dwéch réwnan liniowych z trzema niewiadomymi okreéla prosta w R3?

5. Jak wyznaczy¢ punkt przebicia ptaszczyzny przez prosta? Rozwazyé dwa przypadki:

e dane jest réwnanie parametryczne prostej,

e dane jest réwnanie krawedziowe proste;j.

6. Co to sa proste sko$ne?

7. Jak wyznaczyé wspoOlrzedne punktu P’ bedacego rzutem prostopadlym punktu P na
ptaszczyzne m o danym réwnaniu ogdlnym? Jak wykorzystaé to do obliczenia odleglosci
punktu P od plaszczyny w?

8. Jak obliczy¢ odlegtos¢ punktu od prostej bez korzystania z wzoru na te odlegtosé?
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9. Jaka wspdlna wlasno$é maja wszystkie punkty lezace na danej elipsie (hiperboli, para-

boli)?
10. Co to jest ognisko elipsy (hiperboli, paraboli)? Ile ognisk ma parabola?
11. Czym réwnanie kanoniczne (osiowe) elipsy rézni sie od réwnania kanonicznego hiperboli?
12. Czy mimosréod hiperboli wyraza sie podobnym wzorem jak mimosréd elipsy? Jak defi-
niuje sie mimosréd?
13. Jaki punkt nazywamy punktem wewnetrznym hiperboli? Co to jest o$ urojona hiperboli?

14. Cgzy kazda prosta na plaszczyZnie ma punkt wspdlny z hiperbola? Jakie moze by¢ po-
lozenie prostej wzgledem hiperboli?

15. Jaka prosta nazywamy kierownica paraboli?

Lista sibdma - zadania podstawowe

Zadanie 7.1

(a) ([3], str. 134) Znalez¢ réwnanie parametryczne prostej, na ktérej leza punkty
A(-2,1,3) 1 B(0,-1,2).

(b) ([1], str. 145) Znalez¢ réwnanie parametryczne prostej bedacej przecieciem dwéch
danych ptaszczyzn:

{ T —2y+3z2= -2
l1: Iy

204+ 3y — 52 =0
—3r+y+22+5=0"

y=20
(c) ([1], str. 145)

(i) Pokazaé, ze prosta l : ¢ = 0, y = ¢, z =t (t € R) lezy na plaszczyznie
6z + 4y — 4z = 0.
(ii) Sprawdzié, czy prosta [ jest réwnolegla do plaszczyzn

r —3y+3z2=1, 6x+2y—22=3
Zadanie 7.2

(a) ([1], str 145) Znalez¢ punkt przebicia plaszczyzny 2z — 3y +4z+7 = 0 przez prosta
l:x=9-5t, y=—-1—-t, z2=3+t (t€R).
(b) ([11], str. 134) Zbadaé, dla jakich warto$ci parametru m prosta

Lh:x=14+2t,y=-2,2=3t (t€eR)

przecina prosta
L.l T 2y+2+m=0
2 Y 2—2y+3=0

(c) ([3], str. 143)

(i) Wyznaczy¢ réwnanie parametryczne prostej [ przechodzacej przez poczatek
uktadu wspotrzednych i prostopadtej do ptaszczyzny n: 152 —10y+62z—19 = 0.

(ii) Wyznaczy¢ odleglosé poczatku uktadu wspélrzednych od punktu przebicia
plaszczyzny m przez prosta [.
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Zadanie 7.3

(a) ([1], str. 147) Wyznaczy¢ rzut prostopadly P’ punktu P(3,1,—2) na plaszczyzne
m: x + 2y — 2z = 4 oraz obliczy¢ odleglo$é punktu P od P’, czyli odlegtoéé punktu
P od ptaszczyzny .

(b) ([14], str. 188) Znalez¢ odlegtosé punktu P(3,2,1) od prostej I:

v=1 z—y+z2=0
l:¢ y=t, teR , l:{x—i—y—z:O'
z=1 y o

Wskazowka. Przez punkt P poprowadzi¢ ptaszczyzne m prostopadia do prostej .
Znalez¢ rzut prostopadly P’ punktu P na plaszczyzne 7. Czemu réwna sie odlegtoéé
punktu P od punktu P’?

Zadanie 7.4
([14], str. 187) Zbadaé¢ wzajemne polozenie par prostych [y i ls (¢, s € R):

(a)

r=1+t T = 2s
lh:9 y=1-—t, lo: y=—-2—s,
z=1-—3t z=1
(b)
r=1+t r=3+s
li:9 y=1—t, lo:s y=—-1—s,
z=1-3t z=1
(c)
r=1+t r=1-—2s
llt y:L lg: y:L
z=1-3t z =06s
(d)
rz=1 r=1
l1:9 y=1+t, lo: y=1-—s,
z=1-—t z=1+s

Zadanie 7.5

Zmnalez¢ réwnanie i zaznaczy¢ na plaszczyznie miejsce geometryczne punktow spelnia-
jacych warunek:

(i) odlegtosé od punktu (—1,2) wynosi 3,

(ii) suma odlegltosci od punktéw (—1,2) i (1,3) wynosi 3,
(iii) réznica odlegosci od punktéw (—1,2) i (1,3) wynosi 3,
(iv) odlegto$¢ od punktu (—1,2) i prostej x + y + 2 = 0 jest taka sama.
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Zadanie 7.6
(a) ([13], str. 62) Okresli¢ polozenie punktow
A(3’ _1)a B(Qa 2)7 0(4’ O)’ D(_5a _2)’ E(O’ 3)’ F(O, _4)7 G(ﬁ’ 3)

wzgledem okregu 2 4 y? = 16.
(b) ([4], str. 78) Wyznaczy¢ wspotrzedne srodka okregu opisanego na tréjkacie o wierz-
chotkach A(2,3), B(—1,3),C(3,1).

Zadanie 7.7

(a) ([4], str. 79) Wyznaczy¢ wspo6lrzedne ognisk, mimosréd i réwnania kierownic elipsy
danej réwnaniem 422 + 9y = 36. Wykonaé rysunek.
(b) Znalez¢ réwnanie elipsy w postaci kanonicznej majac dane
(i) pétosie 3 i v/2,
(ii) ogniska F1(0,—4) i F5(0,4) i dlugos$¢ malej osi réwna 10,
(iii) réwnania kierownic x = £8 i dlugosé malej osi réwna 8.

Zadanie 7.8

(a) ([13], str. 116) Okresli¢ polozenie punktow:
(i) A(4,1), B(1,-2),C(v/2,1) wzgledem hiperboli 22 — y? =1,
(ii) A(1,-3), B(2,0),C(3,—-2), D(v/3,0) wzgledem hiperboli 22 — 3y? = 6.
Wykonaé rysunki.
, str. apisac rownanla asymptot hiperboli ox® — y= = 10.
b) ([13 116) Napisa¢ r6 i hiperboli 5z% — y* = 10
(c) ( ([3], str. 87), [13], str. 116) Znalez¢ réwnania kanoniczne hiperboli wiedzac, ze
i) o$ rzeczywista réwna si i punkt (8,3) lezy na hiperboli,
i) oS i 5 ie 121 kt (8,3) lez hiperboli
ii) o urojona réwna si¢ 6 i punkt (4,5) lezy na hiperboli,
N . ) ie 6 i Kt (4.5) los hiverboli
(iii) o$ rzeczywista réwna si¢ 12 1 mimosréd réwna si¢ 3/2,
(iv) punkty F;(—10,0) i F5(10,0) sa ogniskami i hiperbola przechodzi przez punkt
(12,3V/5),
v) odleglo$é miedzy ogniskami réwna si¢ 8, a odlegto$é miedzy kierownicami
dleglosé mied skami 16 e 8 dleglodé miedzy ki N
réwna sie 6.
, str. prowadzi¢ réwnanie 9x* — 25y* — 182z — 100y — = 0 do postaci
d) (3 90) S dzié 16 ie 922 — 25y% — 18z — 100y — 316 =0 d i
(x—c? (y—da? _

2 02 =1

Narysowacé te krzywa. Jak sprawdzié, ze to jest hiperbola?
Zadanie 7.9
(a) ([13], str. 119) Okresli¢ polozenie ognisk parabol i wykonaé rysunek
y? = 4, 2% = 4y, y? = —8z.
(b) ([13], str. 119) Napisaé réwnanie kierownicy paraboli y? = 6z.

(c) ([13], str. 119, [3], str. 92) Napisa¢ réwnanie kanoniczne paraboli wiedzac, ze
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(i) odleglosé ogniska od wierzcholka réowna sig¢ 3,

(ii) odlegtosé ogniska od kierownicy réwna sie 2,

(iii) parabola przechodzi przez punkt (1,—4).

(iv) parabola jest symetryczna wzgledem osi Oy, przechodzi przez poczatek ukta-
du wspélrzednych i przez punkt (6, —2).

(d) ([3], str. 94) Sprowadzi¢ réwnanie y?—102—2y—19 = 0 do postaci (y—a)? = p(z—b)
i narysowa¢ krzywa na plaszczyznie. Jak sprawdzié, ze to jest parabola?
Lista sibdma - zadania uzupelniajace

Zadanie 7.10

(a) Réwnanie parametryczne prostej I: © = xg+at, y =yo+0bt, z=zp+ct (t €R),
mozna zapisa¢ w postaci nastgpujacych zaleznodci (jest to rdwnanie kierunkowe
prostej 1):

r—o Y—Yo 22— %20
a b ¢

Podaé¢ réwnania ogdlne dwdch przyktadowych ptaszczyzn, ktoérych przecieciem jest
prosta [ ([1], str. 145).

(b) Podaé¢ przyktad dwéch plaszezyzn, ktérych przecieciem jest prosta l : z = 7 —
4, y = —5-2t, z =5+t (t € R). Czy te plaszczyzny sa okreslone jednoznacznie?

Zadanie 7.11

Niech dane bedzie réwnanie ogdlne plaszczyzny n: Ax + By + Cz + D = 0, punkt
P(x1,y1,21) lezacy na plaszczyZnie m oraz réwnanie parametryczne prostej l; lezacej na
plaszczyznie .

(i) Jak wyznaczyé réwnanie parametryczne prostej lo lezacej na plaszczyznie 7, prze-
chodzacej przez punkt P i prostopadlej do prostej [17?

(ii) Czy te warunki okreslaja prosta lo jednoznacznie? Czy ktéry$ z warunkéw jest
zbedny? Wymieni¢ minimalng liczbe warunkéw niezbednych, zeby méc wyznaczyé
réwnanie kierunkowe prostej lo.

(iii) Jak na podstawie réwnania ogdlnego plaszczyzny 7 i réwnania parametrycznego
lezacej na niej prostej lo mozna wyznaczy¢ réwnanie krawedziowe prostej lo?

Wskazowka. Trzeba znalezé¢ rownanie plaszczyzny o takiej, ze przecieciem ptaszezyny m
przez ma jest prosta lo. Czy plaszczyzna mo jest tylko jedna? Do czego moze sie przydaé
wyznaczenie dwoch punktow lezacych na prostej lo?

Zadanie 7.12

([14], str. 188) Znalez¢ réwnanie parametryczne prostej 1 lezacej na plaszczyinie 7:
x + 2y + 3z = 0 i przechodzacej przez punkt przebicia plaszczyzny w przez prosta

r=2-—1t
lo: y=1+t teR
z=3—1t

i prostopadtej do Is.
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Zadanie 7.13

(a) ([1], str. 147) Znalezé odlegtosé miedzy plaszczyznami réwnoleglymi 3z —4y+2z = 1
i6x—8y+ 2z = 3. Wskazowka. Wyznaczy¢ prosta prostopadla do tych plaszczyzn
i punkty przebicia plaszczyzn przez wyznaczong prosta.

(b) ([3], str. 133) Dany jest punkt P(3,—1,2). Obliczy¢ wspéirzedne punktéw sy-
metrycznych do tego punktu wzgledem osi ukladu i wzgledem poczatku ukitadu
wspoirzednych.

Zadanie 7.14
([1], str. 529) Niech trzy rézne punkty na plaszczyznie

(z1,91), (z2,92), (23,¥3)

nie beda wspotiniowe. Woéwezas istnieje okrag ci(z2 +y?) + coz + c3y + ¢4 = 0, na kt6-
rym te punkty leza. Podstawiajac wspoélrzedne tych trzech punktéw do réwnania okregu,
otrzymamy jednorodny uktad réwnan liniowych, ktérego niewiadomymi sa wspotczynni-
ki c1, ¢, c3, 4. Wzorujac sie na sposobie znajdowania na przykltad réwnania ptaszczyzny
przechodzacej przez trzy punkty uzasadnié, dlaczego nastepujace rownanie jest réwna-
niem wyzej okre$lonego okregu
x? + y2 Ty
Byl Ton
a3+ ys w2 Y
a3+ Y5 T3 Y3

— =

Znalez¢ réwnanie okregu, na ktérym leza nastepujace trzy punkty: (1,7), (6,2), (4,6).
Zadanie 7.15

(a) Wyprowadzi¢ warunek na to, by prosta Ax + By + C' = 0 byla styczna do elipsy
2 2
x
S+
a b
(b) ([19], str. 224) Zbadaé potozenie prostej x —2y+k = 0 wzgledem elipsy 922 +4y? =
36 z zaleznosci od wartosci parametru k.

=1.

(c) ([3], str. 83) Znalez¢ miejsce geometryczne srodkéw cieciw poprowadzonych z konca
. 2 g2
malej osi elipsy & 4 ¥z = 1.
2
(d) ([13], str. 113) Obliczy¢ dlugosé boku kwadratu wpisanego w elipse :f—; +% =1
(e) Niech z = acost, y = bsint, 0 <t < 2. Sprawdzié, ze powyzsze réwnanie
parametryczne okresla elipse.

Zadanie 7.16

(a) ([13], str. 119) Znalez¢ réwnanie miejsca geometrycznego srodkéw cieciw hiperboli
922 — 16y? = 144 réwnoleglych do prostej 3z — 2y = 12.

(b) Sprawdzié, czy réwnanie parametryczne

okresla hiperbole ‘Z—i - g—; =
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Zadanie 7.17
(a) ([13], str. 120) Przez ognisko paraboli y? = 2px poprowadzono cieciwe prostopadla
do osi paraboli. Obliczy¢ dtugosé tej cieciwy.

(b) ([13], str. 120) W parabole wpisano trojkat réwnoboczny, majacy wierzcholek w
wierzchotku paraboli. Napisa¢ rownania bokow tego trojkata.

Lista 6sma - Struktury algebraiczne, grupy

Sprawdzanie, czy zbior z danym dzialaniem algebraicznym jest grupg.
Pytania

1. Co to jest element neutralny dzialania algebraicznego? Czy w grupie taki element zawsze
istnieje i czy jest jednoznaczny?

Jaka macierz jest elementem neutralnym mnozenia macierzy?

Czy w grupie kazdy element ma element odwrotny? Czy jest on okreslony jednoznacznie?
Co to jest prawo skracania w grupie?

Czy dziatanie w grupie musi by¢ przemienne?

Czy w grupie prawdziwa jest implikacja ab = ac = b = ¢?

Jak w grupie rozwiaza¢ rownanie ax = b dla danych elementéow a i b?

-1
Jak uzasadnié¢, ze w dowolnej grupie prawdziwe sa wzory: (ab) ™' = b~la~! oraz (a_l) =

S S T o

a? Czy grupach abelowych prawdziwy jest wzér (ab)~! = a=1b~1?

Lista 6sma - zadania podstawowe

Zadanie 8.1
([2], str. 11) Ktére z nastepujacych zbioréw liczb sa grupami wzgledem dodawania liczb:

i) zbiodr liczb rzeczywistych,

(

(ii) zbidr liczb wymiernych,
(iii) zbiér liczb naturalnych,
(

iv) zbiér wszystkich liczb calkowitych podzielnych przez ustalona liczbe naturalna
n # 0,

(v) zbior wszystkich liczb rzeczywistych x spelniajacych warunek |z| < 27

Zadanie 8.2

([2]) Ktére z nastepujacych zbioréw liczb sa grupami ze wzgledu na mnozenie liczb:
i) zbiodr liczb rzeczywistych,

ii) zbiér liczb rzeczywistych dodatnich,

(
(
(iii) zbidr liczb wymiernych réznych od zera,
(iv) zbiér dwuelementowy {—1,1},

(

v) zbiér wszystkich poteg 3% liczby 3, gdzie k jest liczba catkowita?
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Zadanie 8.3
Czy zbiér wektoréw przestrzeni R? jest grupa ze wzgledu na dodawanie wektoréw?
Zadanie 8.4 ([2])

Udowodnié, ze wzor x @y = xy+ 1 okresdla w zbiorze liczb rzeczywistych dziatanie, ktore
nie jest laczne.

Zadanie 8.5
Wykazaé, ze w dowolnej grupie G zachodzi réwnoéé (abc)™t = ¢ 1o~ 1a 1.

Zadanie 8.6

(a) ([18]) str. 37 Sprawdzi¢, ze zbiér macierzy stopnia 2 postaci

gdzie a jest liczba catkowita, tworzy grupe abelowa wzgledem mnozenia macierzy.

(b) Niech G bedzie zbiorem rzeczywistych macierzy kwadratowych A ustalonego stop-
nia n o wyznaczniku réwnym 1 lub -1. Sprawdzié¢, czy ten zbiér jest grupa ze
wzgledu na mnozenie macierzy.

(c) Niech G bedzie grupa, ze wzgledu na mnozenie macierzy, wszystkich macierzy
rzeczywistych nieosobliwych stopnia n. Czy w G istnieja takie macierze A i B,
ze ich iloczyn jest rowny macierzy zerowej? Z jakich wlasnosci grupy wynika ta
odpowiedz?

(d) ([15], str. 56) Sprawdzié, czy zbi6ér oémiu macierzy (przypomnienie i = v/—1)

10 1 0 0 1 0 =1
A B e O B P e

tworzy grupe ze wzgledu na mnozenie macierzy.

+

Zadanie 8.7

([2], str. 29) Pokazaé, ze zbiér obrotéw na plaszczyznie dokola ustalonego punktu o katy
0,7/2,7,3/2m tworzy grupe ze wzgledu na zlozenie obrotéw.

Zadanie 8.8
([15], str. 61) Niech zbiér G zawiera wszystkie potegi liczby zespolonej z = —% + %2
Ile elementéw ma ten zbiér? Czy jest grupa ze wzgledu na mnozenie liczb zespolonych?
Zadanie 8.9

W zbiorze Z,, = {0,1,...,n—1} dzialaniem jest dodawanie modulo n, tzn. parze liczb z
tego zbioru przyporzadkowuje si¢ reszte z dzielenia ich sumy przez n. Ulozy¢ tabelke dla
dodawania modulo 5 i uzasadnié, ze Zs jest grupa abelowa. Sprawdzi¢ na przyktadach,
ze liczba b — k jest elementem przeciwnym do k € Zs.
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Lista 6sma - zadania uzupelniajgce

Zadanie 8.10

(a) ([2]) W zbiorze liczb calkowitych okreslamy dzialanie a ® b = a + b+ 2. Czy zbiér
liczb catkowitych tworzy grupe wzgledem tego dziatania?

(b) Udowodnié, ze zbiér liczb postaci a + by/2, gdzie a i b sa liczbami catkowitymi ta-
kimi, ze a® +b% > 0, jest grupa ze wzgledu na mnozenie liczb. Uwaga. Wykorzystaé
fakt, ze liczba v/2 nie jest wymierna.

Zadanie 8.11

(a) Niepusty podzbiér grupy, ktory jest grupa ze wzgledu na dzialanie grupowe, na-
zywamy podgrupg. Sprawdzié, czy zbior nZ liczb calkowitych podzielnych przez
ustalong liczbe naturalng n # 0 jest podgrupa grupy liczb catkowitych Z z doda-
waniem.

(b) Udowodnié, ze niepusty podzbiér H grupy G jest jej podgrupa wtedy i tylko wtedy
gdy spelniony jest warunek:

dla kazdego a,b € H mamy ab~! € H.
Zadanie 8.12
(a) ([18], str. 37) Niech S bedzie zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych réznych od 0

i 1. Rozpatrzmy zbiér nast¢pujacych funkcji f;, okreslonych na S i przyjmujacych
wartoéci w S:

1 z—1
filz) =z, folz) = 1T B=—0:
1 x
f4(.%'):5, f5(1'):1—.%'7 fG(x):y’C—l
Sprawdzié, ze zlozenie funkeji jest dzialaniem w zbiorze {f1,..., f¢}. Czy jest to
grupa abelowa? Uwaga. (f1 o fo)(x) = fi(fa(x)).
(b) Permutacja zbioru P,, = {1,...,n} jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacz-

nym P, na P,. Czy zlozenie dwéch permutacji, traktowanych jako funkcje, jest
dziataniem w tym zbiorze? Jaka permutacja jest elementem neutralnym? Czy zbiér
permutacji jest grupa?

Zadanie 8.13

([2], str. 15) Wykazaé, ze wszystkie izometrie tréjkata réwnobocznego tworza grupe ze
wzgledu na zlozenie izometrii. Czy jest to grupa abelowa?
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Lista dziewigta - Zastosowania algebry i geometrii analitycznej w technice

Przyklady zastosowan algebry i geometrii analitycznej w technice.

Zadanie 9.1 ([13], str. 214)

W dwéch punktach A(1,5,0) i (5,1,8) umieszczono cigzary P4 = 400N i Pg = 100N.
Wyznaczy¢ wspétrzedne srodka cigzkodci C(wo,yo,2)) danego uktadu dwéch cigzaréw.
Wskazéwka. Srodek ciezkosci C (0, Y0, 20) dzieli odcinek AB w stosunku do przyltozo-
nych ciezaréw (odwrotnie proporcjonalnie):

_AC Py
 CB P4’

Wykazaé, ze na przyktad xg = %. Obliczenia wykonaé tez dla P4 = 300N, Pg =

50N, A(3,2,—7),B(—1,-3,—1). Odp. Wspétrzedne érodka ciezkosci: (%, g, %)
Zadanie 9.2 ([13], str. 218)

Pod wplywem dzialania sity stalej F = [5, -2, 4] zostalo przesuniete pewne cialo z
punktu A(1, —1,3) do punktu B(3,—2,5). Obliczy¢ prace W sily F. Wskazdwka. Prace
W sily F na odcinku drogi o dltugosci r = |AB| wyraza wzor |F| |AB| cos ¢, gdzie ¢ jest
katem miedzy wektorami F i AB. Zatem praca W jest iloczynem skalarnym wektoréw
F i AB. Obliczenia powtérzyé¢ dla danych F = [2, -3, —1] i A(1,1,3), B(5,1,—1). Odp.
Praca W = 20 (jednostek pracy).

Zadanie 9.3 ([13], str. 218)

Znalez¢ miare bezwgledna momentu sity F = [5, 3, —1] przylozonej w punkcie A(—1,2,4)
wzgledem punktu B(1,1,2). Wskazéwka. Niech r = BA. Wowczas moment sity F wzgle-
dem punktu B mozemy okresli¢ nastepujacym wzorem za pomocg iloczyn wektorowego
M = F x R. Miara bezwgledna momentu réwna sie dlugoséci |F x BA|. Odp. Miara
bezwzgledna momentu M wynosi M = 3v/26 jednostek momentu.

Zadanie 9.4 ([13], str. 277)

Dane jest réwnanie ptaszczyzny p : x +y — 2z + 3 = 0 zwierciadla oraz prosta [ prze-
chodzaca przez punkt A(2,0,1) i réwnolegta do wektora v = [—1,2,5], wzdluz ktérej
biegnie promien padajacy Swiatta. Wyznaczy¢ réwnanie prostej, wzdtuz ktérej biegnie
promien odbity. Odp. xT_l =42 _ 26

14 7
Zadanie 9.5 ([13], str. 275)

Ptaszczyzna p : =z +y + 2 — 1 = 0 rozgranicza dwa rézne pod wzgledem optycz-
nym $rodowiska. Promien $wiatla biegnacy z punktu A(1,—3,1) pada na plaszczyzne
p w punkcie B(1,—1,1) i po zalamaniu trafia w drugim Srodowisku na pewne cialo w
punkcie C'(4,2,2). Wyznaczy¢ wspdlczynnik zatamania dla drugiego o$rodka wzgledem
oérodka, w ktérym znajduje sie punkt A. Wskazowka. Promien Swiatta biegnacy wzdiuz
prostej [ w pierwszym Srodowisku przenika przez plaszczyzne rozgraniczajaca, ulegajac
zatlamaniu pod katem aso. Zgodnie z prawem zalamania wspélczynnik zalamania n dla

. . . . . . . _ sinog . .
srodowiska drugiego wzgledem Srodowiska pierwszego wynosi n = Shas gdzie o jest

katem padania promiennia Swietlnego na ptaszczyzne p. Odp. n = % %
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Zadanie 9.6 ([13], str. 277)

Plyte ograniczona dwoma plaszczyznami 3z —y +2 — 1 =01 3z — y + z = 0 przebija
pocisk biegnacy wzdtuz odcinka o réwnaniach ”CT‘H == %1 Wyznaczyé¢ Sredni
opor plyty, wiadzac, ze predkosé pocisku przed zetknieciem si¢ z plyta wynosita V; =
600m/s i po wyjsciu z plyty Vo = 450m/s. Masa pocisku réwna sie M = 0.25 kg.
Jednostka odmierzana na osiach jest 1 m. Wskazéwka. Srednia wartoscia oporu F plyty
wyznaczamy z nastepujacego zwiazku

2 12
VE-VE

F:
5 2

gdzie s jest dtugoscia drogi przebytej przez pocisk w ptycie. Odp. FF = 16875N.
Zadanie 9.7 ([13], str. 68)

W plaszczyznie Ozy znajduja sie dwa tadunki elektryczne Q4 = 2C i Qg = —v/3C
skupione w punktach A(—1,1) i B(2,0). Wyznaczy¢ réwnanie linii lezacej w plaszczyZznie
Oxy, w punktach ktorej potencjal pola elektrostatycznego wytworzonego przez dane dwa
tadunki réowna sie 0. Wskazowka. Wartosé potencjalu dowolnego punktu M plaszczyzny
Oxy pola elektrostatycznego wytworzonego przez dwa tadunki elektryczne Q4 i @p
skupione w punktach A(za,yp) i B(xp,yp) okresla wzoér

Vo) = kot 4 g 22
TMA TMB

gdzie k jest stala zalezna od jednostek

MA = \/(90,4 —2)’+(ya—y)?* rmB= \/(xB —z)2+ (yg — )2

Odp. Okrag (z — 16)% + (y + 3)? = 152.
Zadanie 9.8 ([13], str. 122)

buk pewnej bramy wjazdowej ma ksztalt paraboli y = —22 + 10, y > 0. Wyznaczy¢
maksymalng wysoko$é¢ H pojazdu o szerokosci a = 4 m majacego przejechaé przez bra-
me, jezeli przekrdj pojazdu jest prostokatem. Wskazowka. O$ symetrii bramy pokrywa
sie z osig Oy. Odp. H =6 m.
Zadanie 9.9 ([13], str. 110)
Przekréj poprzeczny wydrazonej belki, wystepujacej w pewnej konstrukcji, stanowi ob-
szar ograniczony dwiema elipsami o wspélnych osiach symetrii. Rownanie wigkszej elipsy
2
jest nastepujace % + % = 1. Wyznaczy¢ réwnanie elipsy mniejszej, jezeli wiadomo, ze
grubo$¢ belki liczona wzdluz osi Oz jest rowna grubosci wzdtuz osi Oy i jezeli pole
rozwazanego przekroju wynosi s = 87 ¢cm?. Wskazéwka. Pole wnetrza elipsy o réwna-
2
niu 2—224— %—2 = 1 okresla wzér s = 4abm. Odp. Réwnanie mniejszej elipsy ma postaé
¥ _
T+t9=1L
Zadanie 9.10 ([3], str. 78)

Poludnik ziemski ma ksztalt elipsy; stosunek jej osi réwna si¢ 299/300. Wyznaczy¢
mimosréd potudnika ziemskiego. Odp. e =~ 0.08.
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Zadanie 9.11 ([13], str. 121)

Wyznaczy¢ réwnanie toru punktu poruszajacego sie ruchem ztozonym z dwoch ruchéw
harmonicznych 2okreélonych réwnaniami x = 8coswt 1 y = sinwt, gdzie w jest pulsaja, t
czasem. Odp. g7 + y? =1.

Lista dziesigta - Powtorka

Powtorzenie wybranych tematow z catego kursu

Zadanie 10.1

(a) Wykazaé, ze arg % = arg Z.
(b) Rozwiazaé réwnanie |z| — 2z = 1 + 2i.
(c) ([15], str. 72) Zapisa¢ w postaci algebraicznej liczbe
1 —iy/3\12
e= ()

141

(d) (][9], str. 79) Podaé interpretacje geometryczna nastepujacych zbioréw liczb zespo-
lonych:

1
{zG(C:Im;<2}, {zeC:|z—-2| <|z|}.

(e) Niech liczba zespolona z; ma cze$¢ urojona rézna od zera. Udowodnié, ze

zZ— 2z
=l
zZ— 2z

wtedy i tylko wtedy, gdy z jest liczba rzeczywista.
(f) ([15], str. 78) Niech z i w beda liczbami zespolonymi. Uzasadnié tozsamosé

|2+ wl? + [z — wf’ = 2|z + 2Jw|?
i podaé jej interpretacje geometryczna.
Zadanie 10.2
(a) ([15], str. 74) Zapisa¢ w postaci trygonometrycznej wszystkie pierwiastki

\ 32

9(1 —iV3)
(b) Obliczy¢ wszystkie pierwiastki széstego stopnia z jedynki i zaznaczy¢ je na plasz-

czyznie.

(c) Rozwigzaé¢ réwnanie 2% — 322 +4 = 0.
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Zadanie 10.3

(a) ([15], str. 82) Skonstruowaé¢ wielomian najmniejszego stopnia o wspélczynnikach
zespolonych majacy podwojny pierwiastek 1 oraz pierwiastki pojedyncze 2,3, 1+1.
Przez jaki wielomian nalezy pomnozy¢ wyznaczony wielomian, aby skontruowaé
wielomian najmniejszego stopnia o wspotczynnikach rzeczywistych majacy powyz-
sze pierwiastki?

(b) ([12], str. 49) Bez wykonywania dzielenia znalezé reszt¢ z dzielenia wielomianu
w(z) = 2% + x — 50 przez wielomian u(z) = 23 + 8.

(c) ([10], str. 42) Wielomian z°® + 64 rozlozy¢ na czynniki rzeczywiste nierozktadalne.

(d) ([19], czesé B) Rozlozy¢ funkcje wymierna na sume rzeczywistych utamkéw pro-

stych
z—1

(x —2)(z +1)222
(e) Niech w(zx) bedzie rzeczywistym wielomianem stopnia 5 ze wspotczynnikiem 1 przy
najwyzszej potedze i niech liczby 21 = —1,29 = 1 — V/2i, 23 = 1 + v/2i beda jego
pierwiastkami jednokrotnymi.

(i) Podaé pozostale pierwiastki wielomianu w(x).

(ii) Przedstawié¢ wielomian w(x) w postaci iloczynu wielomianéw rzeczywistych
nierozktadalnych.

(iii) Na sume jakich rzeczywistych utamkéw prostych mozna rozlozyé funkcje
wymierna (z + 3)/w(z) (nie wyznaczaé¢ wspolczynnikéw tego przedstawienia)?

Zadanie 10.4

([1], str. 485) W mechanice kwantowej macierze

10 0 0 0001
01 0 0 0010
B=1loo -1 o "% lo100]
00 0 -1 1000
0 0 0 —i 0 0 1 0
00 i 0 0 0 0 —1
=19 Zio 0" 1 0 0 o0
i 0 0 0 0 -1 0 0

nazywaja sie macierzami Diraca. Udowodnié¢ nastepujace wtasnosci macierzy Diraca:

(a) B> = A2 = A7 = A2 =1,
(b) macierze Diraca sa parami antyprzemienne, tzn. np. BA, = —A,B, A,A, =
—A, A, itd.

Zadanie 10.5
([1], str. 64) Znalezé macierz X taka, by AXB = C dla

1 4 8 6 —6
2 0 0
A= -2 3 |, B—[O 1 _1], C= 6 -1 1
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Zadanie 10.6

(a) Bez bezposredniego obliczania wyznacznika uzasadnié, dlaczego jest on réwny zero

x x ax+ bx'
y Yy ay+by

z 2 az+0b

(b) ([19], str. 93) Wyznaczy¢ wielomian w(z) okreslony przez nastepujacy wyznacznik

2 z+2 -1
wx)=[1 1 =2
5 =3 T

i rozwiaza¢ nieréwnosé w(x) > 0.

(c) ([1], str. 55) Pokazaé, ze macierz

o O o O
S O Qo e
> O 00 OO
S O O O

O O 0o O

nie jest odwracalna dla dowolnych wartosci parametréw a, b, c,d, e, f, g, h.
(d) ([19], str. 94) Wyznaczy¢ rzad macierzy

1 -1 2 -1
2 -3 -1 1
1 0 7 4

Zadanie 10.7

(a) Zbadaé, dla jakich wartoéci parametru z istnieje macierz odwrotna P~! dla

z 1 0
P=10 =z 1
0 —6 a+z

Obliczenia wykonaé dla @ = 5 i a = 0. Wyznaczyé¢ P!, jedli istnieje.

(b) Rozwiaza¢ nastepujacy uklad réwnan macierzowych

11 10
X+Y—l0 1], 2X+3Y_[O 1]

i obliczy¢é XY. Zbadaé, czy istnieje (XY)7L.
(c) ([10], str. 42) Znalezé macierz X spelniajaca zaleznosé

00 1 101
PXP'=10 0 0 dla P=|0 11
010 11 3
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Zadanie 10.8

(a) ([1], str. 33) Rozwiazaé¢ nastepujace réwnanie macierzowe ze wzgledu na a,b,c i d
a—b b+c 18 1
3d+c 2a—4d | | T 6 |

Czy to rozwiazanie jest jednoznaczne?

(b) ([15], str. 25) Zbadaé, czy uklad réwnan ma rozwiazanie
—9214+10x94+3x3+ 724 =7, —4dx1+Tx0+23+324 =5, Tr1+dro—4x3—624 = 3.

Jedli tak, to wyznaczy¢ rozwiazanie.

(c) ([19], str. 84) W zaleznosci od parametru p podaé¢ warunki rozwiazalnosci i roz-
wiazaé (o ile rozwiazanie istnieje) uktad réwnan

prit+ay+a3=1, Ti+pra+z3=p, =142+ pr3=Dp>.
(d) ([19], str. 85) Dla jakich wartosci parametru k uklad réwnan jednorodnych
1+ kxo —3x3=0, 21 +x0+2x3=0, 3x1+krs—23=0

ma rozwiazanie niezerowe? Po znalezieniu wartoéci k rozwiazaé ten uktad. Czy do
jego rozwiazania mozna zastosowaé wzory Cramera?

(e) ([14], str. 170) Zbadaé rozwiazalnoéé¢ ukladu w zaleznosci od wartosci parametru

Al
Axy+ 29 +23=1 Ax1 —3xg +5x3+ Ty =1
T+ AT +3 =\ 4xq1 — 629 + Ax3 + 314 = A
T + 29 + Axg = A2 2x1 — 3xg — 11wz — 1524 = A — 1

(f) ([19], str. 102) Metoda eliminacji Gaussa rozwigza¢ uklad réwnan liniowych
z1 + 2x9 + 33 + 44 + S5 = 13,
2x1 + x2 + 223 + 324 + 425 = 10,
2x1 + 2x9 + 3 + 224 + 325 = 11,
2x1 4+ 2z + 223 + x4 + 225 = 6,
2x1 + 229 4+ 223 + 224 + 5 = 3.

Zadanie 10.9
(a) Pokazaé, ze sSrodkowe trojkata o wierzchotkach A(xy1,y1,21), B(x2,y2,22), C(x3,y3, 23)

przecinaja si¢ w punkcie

1 1 1
S(g(ﬂ?l + 2 + 73), g(yl + 2+ ¥3), g(zl + 29 +23))-

(b) ([1], str. 135) Obliczy¢ pole tréjkata o wierzchotkach A(1,0,1), B(0,2,3),C(2,1,0).
(c) ([1], str. 134) Obliczy¢ objetosé réwnolegloécianu rozpigtego na wektorach u =
2,-6,2],% = [0,4, —2], W = [2,2, —4].
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Zadanie 10.10

(a) ([1], str. 135) Znalezé wszystkie wektory o dlugoscei 1 réwnolegle do plaszezyzny
Oyz i prostopadle do wektora [3,—1,2].

(b) ([1], str. 135) Znalez¢ wektor @i prostopadly do plaszczyzny przechodzacej przez
punkty A(0,-2,1),B(1,-1,-2),C(-1,1,0).

(c) ([3], str. 145) Sprawdzi¢, czy dane cztery plaszczyzny maja wspolny punkt

S5r—2+3=0, 2x—y—42+5=0, 3y+2z—-1=0, 3x+4y+52—-3=0.
(d) ([19], str. 192) Dla jakich wartosci parametréw a i b trzy plaszczyzny
20 —y+32—1=0, z+2y—24+4b=0, z4+ay—6z2+10=0

(i) nie maja punktu wspdlnego,
(ii) maja dokladnie jeden punkt wspdlny,
(iii) maja nieskonczenie wiele punktéw wspolnych zaleznych od jednego parame-
tru,
(iv) pokrywaja sie?
(e) ([19], str. 195) Znalez¢ réwnanie plaszczyzny przechodzacej przez punkt P(—3,2,1)
i zawierajacej prosta
) x—y+2-2=0,
|l x+2y+324+8=0

(£) ([1], str 145) Znalezé réwnanie ogélne plaszczyzny zawierajacej prosta [ @ x =
—143t, y = 5+2t, z =2—t (t € R) i prostopadlej do ptaszczyzny 2x—4y+2z = 9.

(g) ([1], str. 146) Znalez¢ réwnanie plaszczyzny przechodzacej przez punkt P(2,—1,4)
i prostopadtej do prostej | bedacej przecieciem dwbdch plaszezyzn: 4x + 2y + 2z =
-1, 3x+6y+32="7.

Zadanie 10.11
([3], str. 150) Jaki warunek musza spelnia¢ wspélezynniki réwnania krawedziowego pro-
stej
} Az +By+Cz+ D =0,
’ A+ Biy+Ciz+ D=0 "

aby prosta [:

i) byla réwnolegta do osi Oz,

ii) przecinala o$ Oy,

iii) pokrywala si¢ z osia Oz,

iv) byla réwnolegla do plaszczyzny Oyz,
v) lezala na plaszczyinie Oxz,

(
(
(
(
(
(

vi) przechodzilta przez poczatek ukladu wspélrzednych?
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Zadanie 10.12

(a) Znalez¢é réwnanie parametryczne prostej [ bedacej przecieciem dwéch plaszezyzn:

Tr —2y+ 3z = -2,
—3r+y+22+5=0

(b) ([1], str. 144) Zbadad, czy prosta l:x = -5 —4t, y=1—t, 2=3+2t (t€R)
jest rownolegla do ptaszczyzny m:xz + 2y + 32 — 9 = 0.

(c) ([1], str. 145) Zbadaé, czy prosta | : x = 0, y = t,z =t (t € R) lezy na
plaszczyinie 7 : 6x + 4y — 4z = 0.

(d) ([3], str. 155) Na prostej | : z =t

,y=—7+2t,z=3—1t (t€ R) znalezé¢ punkt
najblizej potozony punktu P(3,2,6).

Zadanie 10.13

(a) ([1], str. 147) Obliczy¢ odlegtosé punktu P(3,1, —2) od plaszczyzny x+2y—2z = 4.
(b) ([19], str. 191) Znalez¢ cosinusy katéw miedzy plaszczyznami 7 1 mo

m:rx—y+2—3=0, m:2x+y+22—-3=0.
Zadanie 10.14

(a) ([13], str. 63) Znalez¢ wspélirzedne srodka okregu wpisanego w tréjkat, jezeli réw-
nania prostych tworzacych boki tréjkata sa nastepujace: x —4 =0, 3x — 4y + 36 =
0, 4 + 3y + 23 =0.

(b) ([15], str. 79) Przedstawié¢ na plaszyznie zbiér punktéw odpowiadajacych liczbom

zespolonym z = %J_FZE, gdzie t € R. Wskazowka. Przyjaé t = tg £ dla —1 < ¢ <

7w i pokazaé, ze wzory na czeS¢ rzeczywistg i cze$¢ urojona liczb zespolonych z

spelniajacych powyzszy warunek okreslaja réwnanie parametryczne okregu (zob.

jedno z zadan uzupeliajacych z listy 7).

Zadanie 10.15

(a) ([13], str. 113) Napisa¢ réwnanie kanoniczne elipsy, dla ktérej odlegtosci jednego z
ognisk od koncow osi wielkiej wynosza 7 i 1.

(b) ([3], str. 78) Znalez¢ réwnanie elipsy wiedzac, ze odleglo$é miedzy kierownicami
jest cztery razy wieksza od odlegtosci miedzy ogniskami.

(c) ([13], str. 112) Obliczy¢ pole prostokata wpisanego w elipse

2 2
A Y
25 16

wiedzac, ze dwa boki przeciwlegle prostokata przechodza przez jej ognisko.
Zadanie 10.16

(a) ([13], str. 117) Napisa¢ réwnanie hiperboli, ktéra ma ogniska wspélne z elipsa

i mimosréd 5/4.

51



(b) ([3], str. 86) Dana jest hiperbola %2—31% = 1. Obliczy¢ wspélrzedne ognisk hiperboli
i mimo$réd hiperboli. Znalezé réwnania asymptot i kierownic hiperboli.

(c) ([13], str. 117) Dana jest hiperbola x? — y? = 8 Znalez¢ réwnanie hiperboli prze-
chodzacej przez punkt (—5,3), majacej te same ogniska co dana hiperbola.

Zadanie 10.17

(a) ([3], str. 92) Napisa¢ réwnanie paraboli, wiedzac ze parabola jest symetryczna
wzgledem osi Oy, ognisko znajduje siec w punkcie (0,2), a wierzcholek paraboli
pokrywa sie z poczatkiem ukladu wspoélrzednych. Narysowaé parabole.

(b) ([19], str. 226) Znalezé cieciwe paraboli y? = 4 réwnolegla do prostej y = 2z i
majaca dlugosé 5.

Zadanie 10.18

(a) Udowodnié, ze jezeli wszystkie elementy macierzy A sa catkowite, a jej wyznacznik
jest réwny 1, to wszystkie elementy macierzy odwrotnej A~! sa calkowite. Czy
zbiér tych macierzy jest grupa ze wzgledu na mnozenie macierzy?

(b) Dana jest grupa wszystkich izometrii wlasnych prostokata. Wyznaczy¢ jej pod-
zbiory, ktére same sa grupami (czyli wyznaczy¢é podgrupy).

Opracowata: Krystyna Zigtak
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