Algebra z geometria analityczna — MAP1015, MAP1016, MAP1017
Zadania dodatkowe (utrwalajace)

Zadania z list dodatkowych zawieraja gléwnie zadania rachunkowe, ulatwiajace utrwalenie materialu poznanego
na wykladzie. Sa one o réznym stopniu trudnosci. Do zadar dolaczone sa odpowiedzi.

Niektére z ponizszych zadan sa mojego autorstwa, wiekszo$é jednak jest zaczerpnieta lub wzorowana na
zadaniach ze zbioréw zadan cytowanych na listach podstawowych. Zadania z plusem wykraczaja nieznacznie
poza obowiazujacy program. Zadania z gwiazdka obowiazuja na Wydzialach: Elektrycznym, Elektroniki
oraz Elektroniki Mikrosysteméw i Fotomniki.

Wiestaw Dudek

Uwaga. Nadal obowiazuja listy podstawowe i uzupelniajace, opracowane przez prof. Krystyne Zietak.

Macierze

1. Obliczy¢ podane iloczyny macierzy:

a)[1 2 3} _f _Z _g b)[111r[123}
2 -1 -1 3 1 1 1 0 2 0 1 2
3 —4 -5 3 29
c)233-218,01)“;;”-[0123]?
3 -5 -1 0 3
. 1 1 2 31 I o .o
2. Dla macierzy A = [ 0 2 _1 } oraz B = { 5 1 0 ] obliczy¢ (o ile to mozliwe) podane wyrazenia:
a) 2A — B, b) AB, c) ABT, d) AT B, e) A3, f) (BTA)?, g) A+B-1.
3 4
S . . . |1 2 3 4 |1 3
3. Obliczy¢ AB i BA dla macierzy: A= [ 101 2 }, B = 0 2
1 1
o - " . 0 -1 1 , ,
4. Obliczy¢ B = AA" — 41 oraz C = A"A — 41, gdzie A = 9 1 o |2 I jest macierza
jednostkowa.
1 00
5. Wyznaczy¢ wszystkie macierze przemienne z macierza 0 2 0
0 0 3

6. Uzasadnié, ze iloczyn macierzy diagonalnych jest macierza diagonalna. Czy iloczyn macierzy tréjkatnych
gornych jest macierza tréjkatna gérna?

7. Obliczy¢é B'3 + B dla macierzy:

1 V3

1 V3 01 1 10 1
2

a) b |00 1|, oo 10
?% 00 1 00 0

8. Znalez¢ macierz rzeczywista X spelniajaca réwnanie:

a)2X—3XT:[54}, b)X+XT=[88}, c)XXTz{?H,

s [0 1 v [3 6 o [1 1-1 o0
d)XX—[1 NE e) (AAT)X = 1 9 , gdzie A= 0 2 1 -9



9.

10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

207.

Rozwiaza¢ ponizsze réwnania macierzowe:

101 1 2 1 2 1 20 12
a)[212}~X—{1}, b)[Q 0]'X'{3 1] {14 6]’
i 0 0 0 0 2 1 2
o XT-[1 2 3]=1] 5 4], X+10 2 =2X—|11/,
2 1 0 1
111 0 5 0 00 3
) |1 2 2|-X+|-5 0 -3|=[20 8
12 2 4 -3 -3 45 5

Wyznaczy¢ macierze X i Y spehliajace réwnanie XA = [ +Y wiedzac, ze dwie pierwsze kolumny
macierzy Y skladaja sie z samych zer, macierz I jest macierza jednostkowa odpowiedniego wymiaru oraz

1 -1 1
A= { 0o 2 3 ] '
Zmalezé wszystkie macierze rzeczywiste X spehlniajace warunek:
11 4 0 -1 1
2 _ 2 _ 2 _
O A R N

ZnaleZ¢ wszystkie macierze tréjkatne gérne stopnia dwa spetniajace warunek A3 = 0.

Znale7¢ wzér na n—ta potege macierzy:

11 1 0 1 cosz sinxz 0
a) A:{O 1},b) B=|0 10|, ¢) C=| —sinz cosz 0
1 01 0 0 1

Macierz A spetniajaca warunek A = — AT nazywamy macierza antysymetryczna (lub skognie symetryczna).

Podaé przyklady takich macierzy. Co mozna powiedzieé¢ o elementach zerowych wystepujacych w tych
macierzach?

O macierzach B = [b;;] i X wiadomo jedynie, ze X jest antysymetryczna oraz bi; =3, big =1, b3 =
2 1 -1 } ”

—2. Czy na tej podstawie mozna rozwigzaé¢ réwnanie (AX)T = B+ AT, gdzie A= [ 01 1

Niech A bedzie dowolna macierza kwadratowa. Pokazaé, ze macierz B = A + AT jest symetryczna, a
macierz C = A — AT antysymetryczna.

Ponizsza macierz przedstawié jako sume macierzy symetrycznej i antysymetrycznej

1 2 3
4 5 0
2 11

Czy kazda macierz kwadratowa mozna przedstawié jako sume macierzy symetrycznej i antysymetrycznej?
Znalez¢ wszystkie macierze tréjkatne gérne (dolne) A stopnia 2 speliajace warunek AAT =T

1

Rozwiazaé réwnanie AX =1, gdzie A= { 0

i 1 ] Czy X = A=1 7 Obliczyé¢ X A.

Wyznaczanie macierzy odwrotnej A~! metoda przeksztalcen elementarnych (metoda bezwyznacznikowa)
polega na wykonywaniu takich elementarnych operacji na wierszach macierzy [4, I], by otrzymac macierz
postaci [I, X|. Wowczas otrzymana macierz X bedzie macierzg odwrotng do macierzy A. Jesli w trakcie
wykonywania przeksztalcen elementarnych okaze sie, ze otrzymanie macierzy [I, X| nie jest mozliwe,
to macierz A~! nie istnieje. Zastosowaé¢ powyzsza metode do wyznaczenia macierzy odwrotnych do
nastepujacych macierzy:

0 12 ) S 1011
A=]0 12|, B=|-1 2-1|, C=| 2-4-1|, D=|,,
0 0 1 2 -1 0 0 5 1 0119



Czy wszystkie macierze odwrotne istnieja?

1
21. Obliczy¢ macierz §C71DT dla

1 -1 1 0 2 0 0 -1
1 1 -1 0 1 18 18 17
¢ = -1 1 1 0|’ D= 2 0 0 1
0 0 0 1 4 0 O 2
22. Rozwiazaé ponizsze réwnania macierzowe:
- -1
2 1 2 1 1 4
3 | 1}'X'[0 1} [2 2}’
- -1
3 4 3 4 0 1
b) 1 1} 'X'[l 1]{0 0}’
1 -4 —37°" 1 -4 —377" 5 16 17
c) 1 -5 -3 - X 1 -5 -3 =1 -2 3 1
| -1 6 —4 -1 6 —4 4 0 3
Wyznaczniki
1. Obliczy¢ wyznaczniki:
1 2 3 1 0 2 1 11
a) 4 5 0], b) 0 3 0], c) 1 2 3
6 0 O 2 0 5 5 6
2. Czy réwnosé
1 1 1 sinxz coszx
1 0 ex =
1 e % g —cosz sinz

jest prawdziwa? Jedli tak, to dla jakiego =7

3. Obliczy¢ dane wyznaczniki, stosujac rozwinigcie Laplace’a:

04 0 2 01 2 6 1 3 2 0
01 2 3 0 0 8 7 5 01 2 0 6 0201 30
a) 1 2 3 0 b) 0 0 6 5 o) 4 3 2 1 1 0 d) 2 01 0 11
2 3 0 0} 4 3 0 0|’ 201 10 0} 2 2 0 0 4 6
3 0 0 1 21 0 0 02 0 0 3 0 00 5 1 1 1
01 0 0 6 0 5 9 2 4 8 4
4. Obliczyé wyznacznik macierzy C = AB oraz D = ABT | gdzie

1 2 3 4 1 0 0 O

4- |01 V2 V3 p_|2 L 00

o o0 1 VT 15 V5 5 0

00 0 5 7 8 V8 4

5. Obliczy¢ ponizsze wyznaczniki, wykonujac przeksztalcenia elementarne na wierszach i kolumnach:

1 1 1 1 1 01 1 11
-1 0 1 1 1 123 3 3
a) [-1 -1 0 1 1], b) |1 3 2 3 3
-1 -1 -1 0 1 133 2 3
-1 -1 -1 =1 0 133 3 2

6. Stosujac przeksztalcenia elementarne na wierszach lub kolumnach, przeksztalcié dane wyznaczniki do
postaci tréjkatnej i nastepnie obliczy¢ ich wartosé:



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

-1 2 3 4 1 01 1 11
1 -1 3 4 2 10111
a) 1 2 -1 4 3], by |1 1 0 1 1
1 2 3 -1 4 11101
1 2 3 4 -1 11110

Obliczy¢ wyznacznik macierzy A = [a;; | stopnia 6 o elementach a;; okreslonych wzorem

G — r dla i<y
Yl y dla 1>

Niech macierze A, B, C beda macierzami kwadratowymi czwartego stopnia takimi, ze det A = 128,
det B=4, detC =2. Obliczy¢:

a) det (2BCT), b) det (A~1B)T(20))~".

Czy istnieje nieosobliwa macierz A stopnia 3 taka, ze A = —AT ? A czy moze istnie¢ taka macierz
nieosobliwa A dowolnego stopnia n?

Wiadomo, ze liczby 1798, 2139, 3255, 4867 sa podzielne przez 31. Bez obliczania wyznacznika wykazag,
ze wyznacznik

=~ W N~
0 N =
S O Ww ©
N Ut ©

dzieli sie przez 31.

Elementami macierzy kwadratowej pigtego stopnia sa liczby 0 i 1 rozmieszczone w taki sposéb, ze w
kazdym wierszu wystepuja dokladnie trzy jedynki. Wykazaé, ze wyznacznik tej macierzy dzieli sie przez
trzy.

Wrykazaé, ze macierze A oraz B = S~1AS maja takie same wyznaczniki. Czy z réwnosci SB = AS
wynika réwnosé¢ detA = detB? Uzasadnié¢ odpowiedz.

Jakie sa mozliwe warto§ci wyznacznika macierzy X spehiajacej réwnanie macierzowe X2 — X7 = 0.
Podaé odpowiednie przyktady.

Udowodnié¢ nastepujace réwnosci:

ay + b1 az + bg as + bg ay ag as
a) bl + 1 bQ + Co b3 + c3 =2 bl b2 b3 y
ap+c az+ca ag+cs 1 C2 C3
a1 +bix as+bsx az+ bsx a; az asg
b) a]; — bl.CC ag — bQSC az — ng = —2x b1 b2 bg
C1 C2 €3 €1 €2 C3

Wykorzystujac wlasnos$ci wyznacznikéw, wykazaé, ze nastepujace wyznaczniki sg réwne zeru:
a® b2 c? d?
(a+1)2 (b+1)2 (c+1)% (d+1)2
’ (@a+2)%2 (b+2)? (c+2)? (d+2)2
(a+3)2 (b+3)?2 (c+3)? (d+3)*2

1 1 1
a b c
b+c a+c a-+bd

Podaé¢ warunki, jakie musza spelniaé liczby z,y € R, by istnialy macierze odwrotne do danych macierzy:

0 z 0 =z
cosxz e* z 0y z 0 x 1
a) e , b) 01 0{, o
e cos T 0 0 z 1 =z
y z 1 2 1
Niech macierz A bedzie odwracalna. Czy réwnania AX = B oraz YA = B maja takie same

rozwigzania? Wyznaczajac odpowiednie macierze odwrotne, rozwiaza¢ te réwnania dla:



2 1 0 17 1
A=11 0 -1, B=| 2 3 0
1 2 2 —2 5 1

18. Za pomoca macierzy dotaczonej dopelnien algebraicznych wyznaczy¢ macierze odwrotne do macierzy:

32 14 -1 2 0 2 ?2;; gg_i_i’

a) | 2 1 0], by | 3 1 4|, ) 7 d)
95 11 —1 12 6 00 9 4 5 4 2 1
0 0 11 5 2 3 3 2

19" Poda¢ wartosci parametru z € R, dla ktérych wyznaczniki macierzy A = [a;;] stopnia n > 4 sa réwne
zero, gdzie

T dla i=3j

_ i dla 1=j5<n _ . .
2) aij_{ z dla pozostalych ’ b) aij=1qJ i 1 jﬁ ;ij

20" Obliczy¢ wyznacznik macierzy A = [a;;] stopnia n > 4, gdzie

0 dla i=j>2 o,

a) i _{1 dla pozostalych ’ b) @i =i-7%
. 1 dla 1=
1 dla |z—?|:1 i dla i:{

C) A5 = 2 dla i:]
0 dla pozostalych

D=0 gl =102

0 dla pozostalych

217 Udowodnié nastepujace wzory dla wyznacznikéw U, W,,, V,, stopnia n > 2:

53 0 ... 00
25 3 ... 00
0 2 5 ... 00
a) Uy=|. . . . .. | =3t —antl,
0 0 O 5 3
0 0 O 2 5
1 1 1 1 1
1 2
1 2 3 3 3
b) W, = . =1,
1 2 3 n—1 n-—1
1 2 3 n—1 n
a —b 0 0 0
0 a —b 0 0
0 0 a ... 0 0
C) Vn: . . .. . . =a” —b".
0 0 0 ... a —-b
—b 0 0O ... 0 a

Uklady réwnan liniowych

1. Rozwiazaé¢ dane uktady réwnan liniowych niejednorodnych metoda Gaussa:

2¢ — 3y — 4z = —6 dc + 3y + z= 8
a) -z + y+ z=-2 b) 20 — 2y — 3z = -3
3z + y+ o5z = 2 —2z + 1dy + 162z = 29
r— y— z= 1 1521 + 1223 — 323 — x4 = 14
0) 3z + 4y — 22 = —1 d) Ty + 12x9 + 423 + 24 = 8
3.1‘—2y—22’: 1 121‘1 —3m3+2x4:14
r— 3y + 3z = -1 — 10x9 + x3 + 424 = 4



T+ 5y + =z
-z + y+ 7z
3z + Ty — 2
z + 3y + 3z
2z + by + 2z

|
SN

[\

z —
- Z

T+ y U
r—Y
2z 2z — 2u
3r — y — 2z — 2u
20 — 2y + =z

I
[CIEN i NSHL

. Do ukladu réwnan {

ukladem:

a) sprzecznym,

r+2y+3z=1
T—2y+2z2=2

xr + 21‘2
21‘1
3(E1

Ty, — 3$2

3$4

Z4
4£C4
2.114

Il
— =g W

dopisaé trzecie réwnanie tak, by otrzymaé uklad, ktéry bedzie

. Podaé wartoéci parametru p € R, dla ktérych dane uklady réwnan:

2) {(p—2)x+ py = 1
-3z + (p+2)y = p

r -y —z —t=px

0) —r +y —z—t=py
-r — Yy +z—1t=pz

—x —y —z+t= pt

sa uktadami Cramera.

b)

pxr + 3y

px

T + 2y

2px
2x
(44 2p)z

. Rozwiazaé¢ dane uklady réwnan za pomoca wzoréw Cramera;

T+ 2y+32=6
a) 2e +3y+ z2=26
3z + y+22=6

b)

z + 2y + 3z

3z + y —

5 + Ty + 8z

z =

+ 4y
+ oy
+ 6y

2z

14
2
43

+ pz =

pz =

|
—3

b) nieoznaczonym (czyli majacym niejednoznaczne rozwigzanie),

c¢) Cramera.

bz =
pz
bz =

Il
b

. Stosujac wzory Cramera, wyznaczy¢ tylko warto$é niewiadomej y z danych uktadéw:

T+ y+ 24+t
20+ 2y + z+ ¢t
) 3z 4 2y + 32 4 2
6z + 4y + 3z + 2t

I
N W o

T — 2y
2z — 3y + z + 8s

b)

Y

T — 2y

+ 3s

r — 2y + z + 3s

+ 3s
+ 5s

+ t
+ 2t
-t
+ 5t
+ 8t

1
3
1
0
-1

. Niech A bedzie ustalong macierza i niech réwnanie macierzowe AX = I ma rozwiazanie. Czy zawsze tym
rozwigzaniem jest macierz odwrotna do A7

. Niech A bedzie niesobliwa macierza stopnia n. Dane sa dwa uklady réwnan liniowych niejednorodnych o
tej samej macierzy uktadu A i o réznych prawych stronach By, By (macierze jednokolumnowe):

AX, = By,

AXy = Bs.

Zadanie rozwigzania tych dwéch ukladéw réwnan jest réwnowazne zadaniu rozwigzaniu réwnania macie-
rzowego AX = B, gdzie X = [X;, X3] 1 B = [By, Bz] s3 macierzami dwukolumnowymi.

Rownanie macierzowe AX = B mozna rozwiazac¢ za pomoca eliminacji Gaussa w nastepujacy sposéb:

e Przeksztalcamy jednoczeénie macierz uktadu A i macierz prawych stron B za pomoca elementarnych
przeksztalcen tak, by macierz ukladu zostala przeksztalcona do postaci gérnej tréjkatne;j.
Uwaga. To postepowanie jest réwnowazne jednoczesnemu przeksztalcaniu réwnan w obu ukladach.
To jest mozliwe, bo uklady maja wspdélna macierz ukladu.
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e Nastepnie rozwiazujemy odpowiednie uklady réwnan liniowych o wspdélnej trojkatnej macierzy uktadu
(otrzymanej w pierwszym etapie) i o przeksztalconych w pierwszym etapie roznych prawych stronach,
ktére sa kolumnami przeksztalconej macierzy prawych stron.

Uwaga. Powyzszy sposéb mozna zastosowaé do wiekszej liczby ukladéw réwnan liniowych ze wspdlna
macierza ukladu. Wowczas macierz B ma wiecej kolumn.

Zastosowaé powyzsza metode do jednoczesnego rozwigzania par uktadéw réwnan liniowych AX; = By,
AXy = B; dla nastepujacych macierzy:

(11 1 6 3
a) A=|2 1-1|, Bi=|1]|, Bo=|0],
3 21 4 1
(121 1 1
b) A: 341 ,Blz 1 732: 2
(011 1 3

. Metode opisana w poprzednim zadaniu mozna zastosowaé do obliczenia macierzy odwrotnej A~! poprzez

rozwigzanie réwnania macierzowego AX = I. Ten sposéb zastosowaé do obliczenia macierzy odwrotnych
do nastepujacych macierzy:

19 125 211

A:[ll]’ B=|012|, C=|011
001 101

Niech A bedzie nieosobliwa macierza stopnia n. Wyznaczenie macierzy odwrotnej A~ jest réwnoznaczne

z rozwigzaniem réwnania macierzowego AX = I. To réwnanie macierzowe mozna interpretowaé jako n

uktadéw réwnari liniowych
AX,L:EI izl,...7n,

gdzie E; jest i-ta kolumna macierzy jednostkowej I stopnia n, a X; — i-ta kolumna macierzy odwrotnej
X = A, Korzystajac z dwéch poprzednich zadan, uzasadnié, ze wyznaczenie macierzy odwrotnej A~!
jest réwnowazne przeksztalceniu (za pomoca elementarnych operacji na wierszach) macierzy C = [A, I]
do postaci [I, X]. Otrzymana w ten sposéb macierz X jest macierza odwrotng A~! (zob. zadanie 20 z
listy o macierzach).

Dwoma sposobami wyznaczy¢ macierze odwrotne do macierzy:

39 14 —1 111 1 0 01 3 2 00
0 011 7 5 0 0
a) 2 1 0|, b) 1 2 2], c) , d)
25 11 -1 11 2 0111 009 4
11 1 1 00 2 1
Wyznaczy¢ rzad macierzy:
3 2 -1 2 0 1
2 1 3 -2 4 ;_3_3_411 4 1 0 -3 0 2
a) 425 27, b | | | -], 921 -2 1 1 -3
2 1 1 8 2 7 7 9 1 3 1 3 -9 -1 6
3 -1 -5 T2 =7
Wyznaczyé rzad macierzy w zaleznosci od wartosci parametru p:
31 1 4 1 2 -1 1 p 11
Lop —12 4 10 1 5 1 2 1 Lp 11
a) |2 -1 p 5|, b |?P oo |0 Cod) |11 po1
1 10 -6 1 1 7 17 3 4 -1 p 0 111 p
2 2 4 3 3 p 4 -1 111 1

Wiadomo, ze liczby x =2, y =3, z =4 sa rozwiazaniami podanych ukladéw réwnari:

x— y—2z=-9 x4+ 2y — z= 4
a) pr+ y+ z= 9 b) T —py+2z= 4
2z + py = Tp +4r + 4y — 2z =38p
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Czy te uklady maja jeszcze jakies inne rozwigzania 7

Wyznaczyé wartosci parametru p € R dane uklady maja rozwigzania:

20+ 3y + z+ 2t =
2) dr + 6y + 3z + 4t =
6x + 9y + 5z + 6t =
8r + 12y + 7z + pt =

b)

© J ot w

2r —

Y+ z+

z + 2y —

t= 1

z+ 4= 2
x4+ Ty —4z4+ 11t = p
3r+6y —3z+ 12t =p+1

Bez rozwiazywania ponizszych ukladéw okreslié liczbe rozwiazan i liczbe zmiennych

rozwiazaniach:
2r4+y— z+4u=1 T2y +
2z + 4y +
a) r—y+2z—3u=2 )
3 4 s w=3 3r + 6y +
a dx + 8y +

3z
5z
Tz
11z

-1
2

= 5 ©)
0

2z — 2y + 6z
6 + y + 82
4o + 3y + 2z
4o + dy + 2z

wolnych w tych

-7
5
12
1

Okregli¢ liczbe rozwiazan w podanych ukladach réwnan w zaleznosci od wartosci parametru p:

2 — y—32z+4+ 4du= 5
a) dr — 2y + 52 4+ 6u= 7
6r — 3y +7z+ 8u= 9
pr — 4y + 92 + 10u = 11

pr + y +
b) z+py+ z=1
r+ y+pz=1

z=1

Rozwiazaé¢ dane uklady réwnan w zaleznosci od parametru p:

2+ y+ 2=2
a) r+3y+ z=3 b)
20+ y+pz=0p

(p+3)x + y + 22 = p
c) pr+ (p—1)y + z=2p d)
3(p+ Dz + py+ (p+3)z= 5

Rozwiazaé¢ dane uklady réwnan dowolna metoda:

c)

pr+ y—+ =z
r+py+ z
dx + y + pz

pr+py+ (p+1)z=p
pr4+py+ (p—1)z=p

T + py
Py + =z
pr + =z

1

-1

a) 24+z+2y—z—t=14+x4+y+2+3t=3x+5y—z+t=3,

b) 20 —y+2+4+3t=8x+6y+10z+14t=5+x+2y+22+2t =4,

(p+Dx+py+ 2p+3)z2=1

c) 1+ x2+5x3—2x5+3x6+1=401 —3xs+ax4+a5+3x6+1=a1+6x3+x5+36=2.

W pewnym kurniku mieszkaja kury i szczury. Razem maja one 35 gléw i 94 nogi. Ile jest kur, a ile

szczuréow?

Do ulozenia podlogi planowano uzy¢ klepek debowych o powierzchni 1,8dm? kazda. Z powodu braku
takich klepek uzyto klepek bukowych o powierzchni 2,1dm?, wskutek czego liczba potrzebnych klepek
zmniejszyla sie o 200 sztuk. Jaka jest powierzchnia pokoju i ile zuzyto klepek bukowych?

Producent do wykonania pewnego urzadzenia uzywa czterech réznych elementéow. Elementy te zostaly

dostarczone w czterech partiach w ilogciach uwidocznionych w tabelce.

element | a b c d
dostawa 1 | 30 | 10 | 20 | 5
dostawa 2 | 20 | 15 | 15 | 10
dostawa 3 | 30 | 20 | 20 | 20
dostawa 4 | 40 | 20 | 25 | 20

Jaka byla cena poszczegdlnych elementéw, jezli za pierwsza dostawe zaplacono 135 euro, za druga 135

euro, za trzecia 210 euro, a za czwarta 235 euro?

Znale7¢ réwnanie paraboli przechodzacej przez punkty:

a) A(=1,9), B(1,-1), C(2,-3), b) A(1,1), B(2,3), C(3,5).



23. W wyniku przeprowadzonej kontroli w magazynie stwierdzono spore braki w dokumentacji. Magazynier
twierdzi, ze w ciagu ostatniego tygodnia wydal cztery rodzaje artykuléw w ilogciach przedstawionych w
tabelce.

a b c d
poniedziatek | 20 | 30 | 40 | 10
wtorek | 10 | 30 | 20 | 70
sroda | 10 | 10 | 20 | 10
czwartek | 15 | 10 | 20 | 10
piatek | 25 | 15 | 10 | 10

Wplywy do kasy wygladaly nastepujaco: poniedzialek — 350 tys., wtorek — 690 tys., §roda — 170 tys.,
czwartek — 200 tys., piatek — 205 tys. Czy na tej podstawie mozna odtworzyé cene poszczegdlnych
artykuléw?

Liczby zespolone

1. Znalezé liczby rzeczywiste z,y € R spelniajace dane réwnania:

a) x(3 —2i) +y(4 — 5i) = 10 — 9i, b) 2(—V2+ 1) + y(3v2 + 5i) = 8i,
o) (4 =302 +y(1+i)2=7—12,  d) (2+3yi)(x — 2i) =2+ i,
. . 2
T y 241 4—1 _ )
)3t b f)$3i+y(13¢) BRR

2. Znalez¢ wszystkie liczby zespolone speliajace dane réwnania;
a) 2z +7% + 5i = 6, b) 22+ (1 +i)z+3i =1, c) 4z =22 +4.

3. Znale7¢ liczby zespolone z, u spelniajace dane uklady réwnan:
2) 2+dz+ (2—1i)u=06, b) (442i)z — (2+ 3i)u =5+ 4,
(3+2i)z + (3 —2i)u =38, (3—1i)z + (44 2i)u=2+6i.

4. Znalezé wszystkie liczby zespolone z takie, ze 22 jest liczba rzeczywista.

5. Wyznaczy¢ wszystkie liczby zespolone speliajace dane réwnania:

a) 22=%, b) =z, ¢ (3°=22

6. Punkty z1 =0, 20 = 3+ 2¢, 23 = 2+ 3¢ s3 kolejnymi wierzchotkami réwnolegloboku. Wyznaczyé czwarty
wierzcholek tego réwnolegloboku.

7. Na plaszczyznie zespolonej narysowaé zbiory punktéw odpowiadajacych liczbom zespolonym spelniajacym
dane warunki:

a) Re(iz—1) <0, b) Im (2%) > 0, c) z+1i=2z—1,
1—

d) 9>z-7 e) 0<l|z+il<4, £ Re—— =1
142

8. Zmalezé postaé trygonometryczna danych liczb zespolonych:
a) 3+3i, b) 3v3-3i, c) —5+5V3i.

9. Znamy postaé trygonometryczng liczby z. Jak wyglada postaé trygonometryczna liczby z 7

10. Obliczyé warto$é danego wyrazenia:

- N\ 25
a) (2— 2i)1, b) (2v/3 — 2i)%, ¢) (cosg —isin g) ,
15
Q) (141)22 0 (V341i) (=1 —/34) f —V3+4i
(1—+/34)8’ 1—14 ’ 2 '
Wynik podaé w postaci algebraiczne;j.
o ’ N ‘ T\1Z
11. Wykazaé, ze (1 +ictg ﬂ) + (1 —ictg ﬂ) =0.

12. Przedstawi¢ w postaci algebraicznej liczbe z = (14+14) + (1 + )2 + (1 +4)% + ... + (1 +4)5.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24*.

25*.

26*.

27,

Prostokat przedstawiony na rysunku sklada sie z trzech kwadratéw o boku dlugosci a. Obliczyé sume

zaznaczonych katow.

Narysowac zbiory punktéw odpowiadajacych liczbom zespolonym speliajacym dane warunki:

a) m < arg (iz) < 2w, b) % <arg(—z) < g,
c) |z —1—2i| >3 oraz |z—3|<5 d) arg(—5)>g,
e) |z +4| <6, Imz>0, argz>2 f) |z4+2i] <2, —T<argz<m.

Udowodnié, ze dla kazdej liczby zespolonej z spelniona jest réwnosé: |z|? + |iz|? = |z —iz|?. Jaki jest
sens geometryczny tej réwnosci?

Liczba z = —1 4+ +/3i jest jednym z wierzcholkéw kwadratu. Wyznaczy¢ pozostale wierzchotki tego
kwadratu, gdy jego srodkiem jest:

a) poczatek ukladu wspolrzednych, b) punkt zp =1, c¢) punkt zp =3 + 3.
Obliczy¢ i zaznaczy¢ na plaszczyznie punkty odpowiadajace danym pierwiastkom:
a) V—11+60i, b) Vi, c) v—4.

Odgadujac jeden z elementéow danych pierwiastkéw, obliczyé pozostate:

a) /(5 —4i)%, b) /(2-2i)%, c) V(=2+3i)*,d) {/(V3—i)2.

Rozwiazaé¢ dane réwnania:
a) 7zt = -32, b)z-23+%-8i=0,
O i+ =(-1-2)%  d) (—2)'= (-1

Wykazaé, ze liczba zespolona z jest pierwiastkiem n-tego stopnia z liczby rzeczywistej w wtedy i tylko
wtedy, gdy takim pierwiastkiem jest liczba z. Czy tak samo bedzie, gdy w bedzie liczba zespolona?

Obliczyé sume oraz iloczyn wszystkich pierwiastkéw zespolonych n-tego stopnia z jedynki, gdzie n jest
ustalona liczba naturalng.

Przedstawi¢ w postaci wykladniczej liczby:

a) 8, b)2-2i, c¢) (—V3+4)3, d) (1+4)%

Stosujac postaé¢ wykladnicza, rozwiaza¢ dane réwnania:

1 3
a) 2=8i, b)t=-4, ¢ 24:—§—§i.

Wynik podaé¢ w postaci algebraiczne;j.

Korzystajac z postaci trygonometrycznej lub wykladniczej, rozwigzaé réwnania:
a) |24 =z, b)2B-E@) =-1, c) 23=(2+2)°

Stosujac postaé¢ trygonometryczna lub wyktadnicza, rozwiazaé¢ podane réwnania:
1

22’

a) 21 =%, b) (z5) = 222%, <) (2)*|=
2’6

QA =iz, =0,  f A =22

4|:
%)

Korzystajac z postaci trygonometrycznej lub wyktadniczej liczb zespolonych, wyprowadzi¢ wzér na cos%.

Wykazaé, ze dlugo$é boku n-kata foremnego wpisanego w okrag o promieniu 7 jest réwna 7v/2 — 2 cosy,
gdzie p = 27” Wyprowadzié¢ na tej podstawie wzér na dlugosé okregu.

Wielomiany i utamki proste
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. Nie wykonujac dzielenia, znalez¢ reszte z dzielenia wielomianu P przez wielomian Q:

a)P(x):x5+m2+z+1 Qx) = 2% —1;

yPr)=2" —2S+at + 22 +2+3, Qz)=23—u;

¢) P(x) =2x% + 30 + 223 + 322 + 32+ 2, Qz) =22+ 1;
) P(z) = 2% — 20* 4+ 323 — 42% + 52,  Q(z) = 2% — 22 + 2.

=

o,

. Znajac jeden z pierwiastkéw wielomianu, znale7é porostale:

a) W(x)=a*— 523 + 722 =5z +6, a1 =4,

b) W(z) = 2* — 523 + 102> — 10z + 4, 21 =1—1;
c) W(z)=a2® -2 +42® +42® + 30 +5, a1 =1+ 2i;
d) W(z) = 2° + 82% + 2223 — 182% — 192 + 30, 1 =2—1.

Podaé przyklady wielomianéw rzeczywistych najnizszego stopnia, dla ktérych liczby

a) 2 — 2i, 20 sy pierwiastkami pojedynczymi, a liczba 3 jest pierwiastkiem potréjnym,

b) 2 —14, 1 —4, i sa pierwiastkami pojedynczymi, a liczba —1 jest pierwiastkiem podwdjnym,
c) 1424, —3 sa pierwiastkami pojedynczymi, a liczba 1 + 7 jest pierwiastkiem podwdjnym.
Dane wielomiany przedstawi¢ w postaci iloczynu rzeczywistych wielomianéw nierozkladalnych:
a) P(x) = 2% — 22 + 323 — 422 + 62 — 4;  b) P(x) = 2% - 1;

¢) P(x) =2° — 222 — 2 + 2, d) P(x) = 2* — 81;

e) Plz) =" +28 + 2 + 2t + 23 + 22 + 2 + 1.

. Rozlozy¢ na rzeczywiste ulamki proste nastepujace funkcje wymierne:

) 20> —2x+3 b)2$3+312+4173. 0 Sx—12 Q) 2? —8x% — 142 — 13
(22 — 20 +2) (22 +1) (22 —1)(22 +2) 22 —br+6 gt — 23— 52—z —6

Zadania z geometrii analitycznej

1.

10.

Punkty A(3,—1,2), B(1,2,—4), C(—1,1,2) sy kolejnymi wierzchotkami réwnolegloboku ABCD. Wyz-
naczy¢ wspoétrzedne punktu D.

. Czy punkty A(3,-1,2), B(1,2,—-1), C(-1,1,-3), D(3,—-5,3) sa wierzchotkami réwnolegloboku?

Punkty B(2,0,2) i C(5,—2,0) dziela odcinek AD na trzy réwne czesci. Wyznaczy¢ wspéhrzedne punktéw
Ai D.

. Wyrazié¢ przekatne réwnolegloscianu rozpietego na wektorach @ =[1,1,2], v=[3,-1,2], @ =10,2,3]

przy pomocy tych wektoréw.

. Dla jakich wartosci parametru p € R wektory @ = [0,1,1] oraz @ = [p,2,p] sa prostopadle?

Dla jakich wartosci p € R kat miedzy wektorami @ = [0,1,1] oraz & = [p,4,p] jest réwny g?

Punkty A(2,4,6), B(0,0,2), C(0,p,p) sa wierzchotkami tréjkata prostokatnego o kacie prostym przy
wierzchotku B. Wyznaczyé¢ p.

Wykazaé, ze jesli wektory @+ U oraz @ — U sa prostopadle, to wektory @ 1 ¥ maja jednakowa dlugosé.
Jaki jest sens geometryczny tej zaleznosei?

Wykazaé, ze jesli wektory ¢+ ¢ oraz @ — U maja jednakowa dtugosé, to wektory @ i ¥ sa prostopadle.
Jaki jest sens geometryczny tej zaleznosci?
Wykazaé, ze dla dowolnych niezerowych wektoréow @ i @ prawdziwa jest rownosé

@ —w]* =

i —wl* = [a]* + [@]* — 2] - |i] - cos o,

gdzie ¢ oznacza kat miedzy wektorami « i . Jaki jest sens geometryczny tej réwnosci?



12
11. Obliczy¢ iloczyn skalarny wektorow « = —2p+4q¢ i v =3p+ ¢, wiedzac, ze kat miedzy wektorami
71 ¢ wynosi 60° oraz |p] =3, |7 = 2.

12. Dla jakich wartosci parametru p € R pole tréjkata o wierzchotkach w punktach A(2,3,2), B(3,5,7),
C(p,0,p) jest réwne 4v/3?

13. Dla jakich wartosci parametréw a,b € R punkty A(0,2,1), B(1,2,3), C(a,b,7) leza na jednej prostej?

14. Na przekatnej AC kwadratu ABCD o boku dlugosci a wyznaczono punkt P tak, ze odcinki BP i
PE, gdzie E jest érodkiem boku AD), sa prostopadte. Jaka jest dlugosé odcinka AP?

15. Jak zmieni sie pole réwnolegltoboku rozpietego na wektorach @ i ¢ jesli oba wektory zwieksza swoja
dtugosé dwukrotnie?

16. Jeden z wektoréw rozpinajacych pewien czworoscian foremny zwieksza swoja dlugo$é dwukrotnie, a drugi
dwukrotnie zmniejsza. Jak zmieni si¢ objeto§é czworodcianu?

17. Dla jakich wartosci parametru p € R objetosé czworoscianu ABC D o wierzchotkach w punktach A(1,0,1),
B(1,1,2), C(2,1,1), D(p,p,p) bedzie réwna 1?

18. Dla jakich wartosci parametru p € R punkty A(1,1,1), B(1,1,2), C(p,1,0), D(2,0,p) leza na jednej
plaszczyZnie?

19. Znalez¢ wszystkie punkty postaci P(z,x,2), gdzie © € R, nalezace do plaszczyzny zawierajacej punkty
A(0,1,2), B(1,2,3), C(4,1,3).

20. Obliczy¢ odleglosé punktu P(1,—2,5) od plaszczyzny przechodzacej przez punkty A(0,—5,1), B(6,3,2),
C(-3,-9,1).

21. Wyznaczy¢ réwnanie ogélne plaszczyzny przecinajacej o§ z w punkcie o wspétrzednej z = 1 i zawierajacej
punkty A(0,3,0) oraz B(1,2,2).

22. Napisaé¢ réwnanie ogdlne (i parametryczne™) plaszczyzny przechodzacej przez punkty A(3,0,0), B(0,1,0)
i prostopadlej do plaszczyzny wyznaczonej przez osie x i y.

23. Napisaé réwnanie parametryczne prostej przechodzacej przez punkty A(—1,1,0) i B(1,5,—4).

24. Napisaé¢ réwnanie parametryczne prostej przechodzacej przez punkt P(2,—5,0) iprostopadlej do plaszczyzny
zadanej réwnaniem x — 3z + 5 =0.

25. Napisa¢ réwnanie parametryczne prostej przechodzacej przez punkt P(7,2,0) i prostopadlej do wektoréw
u=1[3,-2,-3], ¥=[1,2,-3].

26. Napisa¢ réwnanie parametryczne prostej bedacej czescia wspolna plaszczyzny m; przechodzacej przez
punkty A(1,7,8), B(2,8,8), C(—4,2,7) oraz plaszczyzny 72 : x +2z—4=0.

r=1+t r=-1-2s
27. Zbadaé, czy proste [ : y=2+4+t, oraz ly: y=3+s, gdzie s,t € R, maja punkt wspdlny.
z=4+42t z=—-4—38s
r=1+1
28. Zbadaé, czy plaszczyzna 7 : x +y — 2+ 3 = 0 oraz prosta [ : y=3+2t, t € R, maja punkt
z=5+3t
wspolny.
r=1+t r=—-14a+p
29", Zbadaé, czy prosta I : y=2—1t, orazplaszczyzna 7 : y=2+3a—-L0, gdziet,a,(€ R, maja
z=3—-2t z=34+2a+ 23

punkt wspélny.

30. Znalezé réwnanie ogdlne plaszczyzny bedacej dwusieczna kata dwusciennego utworzonego przez plaszczyzny
m:rx—y+z=0o0raz m: Sr+y—2z+24=0.
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32.

33.

34.

35+

36T
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Wyznaczyé réwnanie parametryczne prostej bedacej dwusieczng kata utworzonego przez proste
r=—-142¢ x=—-1—-4s
l1: y=—-1—t, oraz ls: y=—1+4s, gdzie s,t € R.
2 =2+ 92 z=2+42s
r=1+2¢
Obliczy¢ odleglosé punktu M (6,6,3) od prostej Iy : y=—-1—t, te€R.
z2=3-2t
Obliczy¢ miare kata miedzy para prostych:
r=1+4+t
_ 9 —
a) ll:{xt«y_fig_g oraz lo: y=-3+2t, teR,
TATe T 2=2+3t
r=143s
b —-y—2+1=0 ) 5
b) lg.{ 3p—sqd—q OFaZ ly: y=-2-—s, s€R.
z=2s
Znalezé punkt i kat, pod jakim prosta [ przecina plaszczyzne 7w
r=3+s
a) l: y=2+4+2s, s€R, m:4dr+y+52—13=0,
z=4+3s
r="7+3t
b) ly: y=1—t, teR, m:x+2y+32+3=0.
z=2+2

. Zbadaé, czy punkt M(1,2,1) lezy miedzy plaszczyznami

m 6 —3y+62+3=0, mo 4 —2y+4z2—-2=0.

. Zbadaé, czy punkty (—2,4,3) i B(1,—2,2) leza po tej samej stronie plaszczyzny 7 : 2z + 3z — 7= 0.

Zadania o krzywych stozkowych

1.

2+,

10.

Znalez¢ réwnanie okregu, ktéry:

a) przechodzi przez punkty A(3,1), B(—1,1), C(3,-3),

b) przechodzi przez punkty A(3,1), B(—1,1) i ma érodek na prostej y = .

¢) przechodzi przez punkt A(—1,—2) i jest styczny do osi uktadu wspélrzednych.

Znalez¢ réwnanie parametryczne prostej stycznej do okregu (z —z0)% + (y —90)? = r? w punkcie P(x1,2)
lezacym na tym okregu.

. Zmalez¢ réwnanie krzywej zawierajacej punkty, ktérych odlegtosé od punktu P(—4,—4) jest trzy razy
wieksza jak odleglosci od poczatku uktadu wspélrzednych.

. Znalez¢ réwnanie krzywej zawierajacej punkty, dla ktérych suma odleglosci od punktéw M (—1,1)1i N(1, 3)
jest stala i jest réwna 4.

. Zmalez¢ rownanie elipsy przechodzacej przez punkty A(4,0), B(0,—3) i majacej srodek poczatku uktadu
wspdéirzednych.

. Wyznaczy¢ wspéhrzedne srodka i diugosci osi dla elipsy 922 — 182 + 4y? + 16y — 11 = 0.

. Znalez¢ réwnanie elipsy przechodzacej przez punkt P(—1,0) i majacej ogniska w punktach Fi(1,2),
F»(5,2). Jaki jest mimosréd tej elipsy?

. Kiedy mimosréd elipsy jest réwny zero?

. Zmalez¢ réwnanie hiperboli przechodzacej przez punkt P(6,1) i majacej ogniska w punktach Fy(—3,1),
F5(7,1). Jaki jest mimosréd tej hiperboli?

Wyznaczyé wspélrzedne wierzchotkéw i mimosréd hiperboli 22 — 6x — 9y% — 54y = 153.
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11. Wyznaczy¢ odleglosé miedzy gateziami hiperboli 2% —y? = 1.
12. Wyznaczy¢ odlegloéé miedzy galeziami hiperboli zy = 1.

13. Wyznaczy¢ wspétrzedne ogniska i réwnanie kierownicy paraboli:
a)y?—4y —4r+8=0, b)a?—6z—8y+49=0.

Odpowiedzi do zadan o macierzach

1.a)[9 2‘1};10) s . o) 01 ;d){(}]

1 2 3
2 -9 1 1 4 7 -1 -6 8
0 -1 3 7 3 2 3 1 24 44 38
2. a) [ _9 3 _2]; [5 2} 6 5 1 |(; f)| 26 48 41 |; pozostale wyrazenia nie sa
2 5 2 7 13 11
mozliwe do obliczenia.
7 6 13 20
9 20 4 2 6 10
3.AB:|:5 8:|; BA = 5 0 2 4
2 2 4 6
0 2 —4
4.3{1 _g}; C = 2 —2 -3
-4 -3 1
z 0 0
5 0 y 0 |, gdzie z,y,2z sa dowolne
0 0 =z
0 1 2 2 0 2
7. a) ! \/gl,b) 00 2(; ¢|020
[ -V3 1 00 2 00 0
[ -1 -3 0 =z .
8. a) o 4 | b) [—x ol ® dowolne; c) nie ma takiej macierzy; d) nie ma takiej macierzy;
1 2
1o 0}
[ 1—=z 9 1 1 4
9. a) -1 , gdzie x dowolne; b) {3 3 }; ¢) [0 1]; d) | 1 3 |; e) niema takiej macierzy.
| @ 2 2
T 0 0 5
wox- 3200 vt 00
0 0 -2

wo [3 1) [ Ao 301320 (200 (5 2

c) nie ma takiej macierzy.

12. [ 2 8 ], gdzie x jest dowolny.

1 n on=l o 2on-l cosnxr sinnx 0
13. a) A" = [0 1]; b) B" = 0 1 0 ; ¢) C"=| —sinnz cosnz O
2n=t g 2nt 0 0 1
0 2 -1 3 1
5. X=| 2 0 4|,B=|-8 4
1 —4 0 -2 —4
1 3 2 0 -1 1
17. |3 4 0|+| 1 0 0]. Kadakwadratowa.
[2 0 2 -1 0 0]
1 0 1 0 -1 0 -1 0
wlof) Lo a] [od] [ )
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1 -1
19. X = x y |, gdzie z,y dowolne.
-z 1—-y
1 2 0 1 1 1 -1 -2 -1
200 A'=|0 1 2|; B'=|2 21|, Cc'= 2 5 3 |; D! nie istnieje.
0 0 1 3 2 1 —-10 -25 -—14
1 9 9 8
1 9 9 9
2L 19 0 0 0
2 0 0 1
1 0 1
_ 1 _
22.3){ b i]? b) [i’ _g}; )yl 110
0 0 1

Odpowiedzi do zadan o wyznacznikach

.a) —90; b) 3; ¢) —2.

. x=0.

.a) 85 b) —4; ¢) —27; e) 0.

. detC = detD = detA - det B = 100.

.a) 1; b) 4

. a) 1080; b) 4.

. x(x —y)°.

.a) 128, b) 1.

. Nie. Dla n parzystego tak, dla nieparzystego — nie.

. Nie. Odpowiedz twierdzaca tylko gdy detS # 0.

. det A=0 lub det A =1.

. W drugim wyznaczniku nalezy od kazdego wiersza odja¢ pierwszy. Nastepnie od trzeciego odjaé nowy
drugi pomnozony przez dwa itd. az otrzymamy dwa proporcjonalne wiersze.

© 00O UK W=

[
UL N

16. a) v # km, k€ Z; b) 2% #y? ¢) v #0.
0 3 1 —-17 23 12
7. X=| 1 1 -1|, Y=| -5 8 4
-2 0 1 —17 21 11
L s 5 -2 -5 4 75 12 —19
C -7 3 16 -—-13 3 -2 -5 8
18. a) —g ; _i ; b) nie istnieje; c) 00 5 4 ; d) A1 —30 —69 111
0 0 -11 9 —59 43 99 —159

19.a) 0,1,2,.,n—1; b) 1,2,3,..,n— 1,207
20. a) (=1)"; b) 0; ¢) n+1; d) %n!.

Odpowiedzi do zadan o ukladach réwnarn

1. a) Uklad sprzeczny; b) x=1—2, y =2 — z, gdzie z dowolny; c¢) uktad sprzeczny;
d) z1 =1—x9, x3 = —2x9, x4 = 1 + 3x9, gdzie z2 dowolny; e) =4, y= -1, z=1;
) 21 =2+ax3+ 24, xo =1+ 23+ 24, w3,24 dowolne; g) z=3+z2+u, y=2+u, u,z dowolne;
h) uktad sprzeczny.

3. a) p#—4, p#1; b) dlazadnego; c) p# —2, p#2; d) dla kazdego p € R.
4. a)z=y=z=1; byz=1,y=2, z=3.
5.a) y=-2; b) y=3.
1 1 -1+t
7.0 X1=] 2|, Xo=1| 0 |; b) X;= 1—t |, gdzie t jest dowolne, drugi uklad jest sprzeczny.
3 2 t
IR 1 -2 -1 12 -1/2 0
8. a) Alz[ 1 -1 }; by B7'=|10 1 -2]; ¢ Cl= /2 1/2 -1
0 0 1 12  1/2 1
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10.a) | -2 7 2 |; b) 0 1 —-11]; ¢ ;o d)
oo 1 o0 -1 1 -1 1 0 0 1 —4
1 0 1 -1 0 0 —2 9
11. a) 3; b) 3; ¢) 3.
12. a)2dlap=3,3dlap#3; b)2dlap=0,3dlap#0; c)3dlap=—-3oraz p =3, dla pozostalych

13.
14.
15.

16.

17.

18.

19.
20.
21.
22,
23.

wartosci p rzad jest rowny 4; d) 1dlap=1,4dlap# 1.

a) Nie; b) tak.

a) Dla kazdego p € R; b) dla p # 5.

a) Nieskoniczenie wiele, dwie zmienne wolne; b) nieskoriczenie wiele, jedna zmienna wolna; c¢) dokladnie
jedno rozwiazanie.

a) Dla p = 8 nieskoniczenie wiele rozwigzan, dwie zmienne wolne; dla p # 8 nieskoniczenie wiele rozwigzan,
jedna zmienna wolna;

b) dla (p — 1)(p + 2) # 0 dokladnie jedno rozwigzanie, dla p = 1 nieskonczenie wiele rozwigzan, dwie
zmienne wolne, dla p = —2 uklad sprzeczny;

¢) dla (p — 1)(p + 2) # 0 dokladnie jedno rozwiagzanie, dla (p — 1)(p + 2) = 0 uklad sprzeczny.

p+1 _3p—2 _p—2

p—5'7 Bp—5" " p—1°

b)ydlap#0,z=1—-p,y=p, 2=0, dlap=0 z=1, z=0, y dowolny;

2 2 2
¢) dla p(p—1) £ 0 R +;L);12? 157 y:p +]];+157 L 4p —|—2p+157

p
dla p=1 x=2-2z, y=—7+ 2z, gdzie z dowolny, dla p =0 uklad sprzeczny;

a) Dla p = 1 uklad sprzeczny, dlap # 1, = =

1
d) dla p(p+1) #0 sz,yz;, z=-1, dlap=—-1 z=1+42, y =z, gdzie z dowolny, dla p=0

uklad sprzeczny.
a) Uktad sprzeczny,; b) x =11+ 8y + 4z, t = —6 — 5y + 3z, gdzie y, z dowolne;
c) y=5—-3x—172—5u, s=—-1—-3x4+92z —2u, t =2 — x — 6z — u, gdzie z,z,u dowolne.
23 kury i 12 szczuréw.
Powierzchnia pokoju 25,2m?2, 1200 klepek.
1,2, 3,4z
a) y = 2% — 52 + 3, b) nie ma takiej paraboli.
Nie, gdyz magazynier ktamie (uklad jest sprzeczny).

Odpowiedzi do zadan o liczbach zespolonych

O O R W=

8.

9.

10
12

13.

14

ca)z=2,y=1;, b)z=3,y=1; ¢) x =1,y =6; d) nie ma takich liczb; e) z=3,y=1; )z =2,y =0.
.a) 2—5i; b) 2—5i; ¢) 2, —2+4i, —2 — 4i.

ca)z=2+44,u=2—14 b)z=1+14,u=1.

z1=240t, 22=0+y, x,y € R.

1 3 1 3
.a)O,l,—f—i-i,—f—i;b)O,l,—Li,—i;c)z:x,z:yz’,x,yeR.
2 T 9T
Lz =—1+41.

. a) Pélplaszczyzna Imz > —1;

b) pierwsza i trzecia éwiartka ukladu wspélrzednych bez osi uktadu;
c) oS rzeczywista;
d) kolo (razem z okregem ograniczajacym) o promieniu 3 i §frodku w poczatku ukladu;

e) kolo o promieniu 4 i srodku w z = —i, bez brzegu i srodka okregu;
f) okrag o srodku w —1 i promieniu 1, ale bez punktu z = —1.
a) 3v2 (cos% —l—isin%); b) 6 (Cosléﬂ- —|—z’sinléﬂ>; c) 10 (COSQ?:T —|—isin2§>.
Z = |z| (cos(—¢) + isin(—¢p)).
. a) —2154; b) —430; ¢) —1; d) —324; e) 2 —2i; f) i
. 15 — 154.
T
5 .
. a) Czes¢ plaszezyzny lezaca po lewej stronie osi Im z, razem z dodatnia czescia tej osi, ale bez poczatku

ukladu.



16.

17.

18.

19.
21.
22,
23.
24.

25.
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b) czesé plaszezyzny zawarta miedzy ujemna czedcig osi Im z, a pélprosta wychodzaca z poczatku uktadu
i przechodzaca przez punkt z = —1 — v/3 i, razem z ta pélprosta, a ujemna czescia osi I'm z, ale bez
poczatku ukladu;

¢) fragment kota o srodku w punkcie zp = 3 i promieniu 5, bez fragmentu nalezgcego do kota o promieniu
3 i $rodku w punkcie wg = —1 — 2i; linia brzegowa otrzymanego fragmentu nie nalezy do rozwiazania,

d) plaszczyzna zespolona bez drugiej ¢wiartki oraz fragmentéw ukladu wspéhrzednych ograniczajacych te
¢wiartke;

e) fragment kota o promieniu 6 i srodku w punkcie zg = —4 lezacy w drugiej ¢wiartce ukladu wspéhrzednych,
bez osi ukladu, ale z fragmentem okregu ograniczajacego to kolo;
f) polowa kota o promieniu 2 i srodku w punkcie zp = —2i lezaca w czwartej ¢wiartce ukladu wspélrzednych,

bez brzegu ograniczajacego ten obszar.
a) {—\/:E—i, 1- /34, \/§+i}; b) {1—\/§—Qi,3—\/§i, 1+¢§+2¢};
¢) {4—x/§—3i,7+2i—\/§i,2+\/§+5i}

1 1
a) {6+ 6i, —5 —6i}; b) {—i,\gngzi, —\23-1-2’6} ) {144 —1+4, —-1—i,1—14}.

a) {9 — 40i, 9 + 40i}; b) {—16(1 +i), 8 (1 +V3+(1- \/E)i) .8 (1 —V3+(1+ \/3)2') };
) {~2+3i, —3— 2,2 3i, 3+2i}; d) {8, 8i, -8, —8i}.
1

1 11
a) 14+v3i, -2, 1 —+/3i; b) 2i, —v/3—1i, V3 —14; ¢) 0, =1 —1, —5 3k d) 0,141, 5+ i

Suma 0, iloczyn 1 dla nieparzystych n oraz —1 dla n parzystych.
a) 8¢'3; b) 22" T ) 8e'3; d) 20
1 3. V3 1.1 V3. V3 1
9 _ . y 11l i 1 i 1—i 1ov3, v3 1. 1 v3. v3 1.

a) —2i, —V/3+1i, V3414 b) 14+1,1+4, 1=y ¢) 5+ ot =+ 5i —5 = 5 5 5
a) 0, 1; b) —1; c) 8, 4v/3 — 4i, —4/3 — 4i.

V2 \/5 V3 Ve V2 V2 V2 V2
a)0,1, — + —i, 4, —+ —1, -1, —— — —i, =i, — — —1;

2 2 ! 2 2 2 2 2 2
b) suma czterech prostych zawierajacych osie ukladu wspétrzednych oraz przekatne poszczegdlnych éwiartek;
c) okrag o srodku w poczatku ukladu i promieniu 1;
d) dwie prostopadle proste przechodzace przez poczatek ukladu wspélrzednych z ktérych jedna jest nachy—

lonych do dodatniej czesci osi rzeczywistej pod katem g;
e) suma szesciu prostych przecinajacych sie w pocz@tku uktadu wspélrzednych, obu osi oraz czterech pro—
stych nachylonych do tych osi pod katami % oraz g;
f) —1,0,1.

Odpowiedzi do zadan o wielomianach i ulamkach prostych

.a) R(x)=22+2; b) R(z) =22 +22+3; ¢) R(x) =3z +2; d) R(z) = —z+4.

2.08) —0,2,3 b) 144, 1,2 ¢)1—2i, —i,i, —1; d) 2+, —1, 2, 3.
3. a) (22 —4x 4+ 8)(z2 +4)(x — 3)3; b) (22 —4x +5)(z? — 22+ 2)(2® + 1)(z + 1)*%;
¢) (22 — 2z +5)(x + 3)(2? — 22 + 2)2.
4. 2) (22 =22 +2)(z2?+2+2)(z—1); b) (@2 —z+1)(@?> +x+1)(z—1)(z+1); ¢) (22 +z+2)(x —1)*(z+1);
d) (224 9)(z+3)(z —3); e) (22 +2x+2)(2® =20 +2)(2® + 1)(z — 1)(z + 1).
1 1 1 1 3 2 3 1 -2 2z 41
5 2) x2—|—1+x2—2x+2; b) x—l+x—|—1+az2+2; 2 x—2+x—3; d) x+2+x—3+x2—|—1'

Odpowiedzi do zadan z geometrii

1. D(1,-2,8).

2. Nie.

3. A(—1,2,4), B(8,—4,-2).

4. [2,0,3], [4,-2,1], [4,2,7], [—2,4,3].
5. Dla p = —-2.
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6. Dla p=—1.

7. p=1.

11. —8.

12. Dla p =0 lub p =4.

13. Dla a =3, b=2.

14. 0 lub %\/ia.

15. Pole zwiekszy sie czterokrotnie.
16. Nie ulegnie zmianie.

17. Dla p=—4 lub p=28.

18. Dlap =1.

19. P(3,3,2).

20. 1.

21. 5z —y—32+3=0.

T =3s
22. x+3y—3=0, y=1—s, s,teR.
z=1

r=—-1+t¢

23. y=142t, teR.
z= -2t
=2+t

24. y=-5, t€R.
z=—3t
r="T7+6t

25. y=24+3t, teR.
z =4t
r=4—t

26. y=10—2t, t€ R.
z=1

27. Tak, P(1,2,4).

28. Nie.

29. Tak, P(0,2,5).
30. Sa dwie takie plaszczyzny: 7 : x+2y —22+412=0 oraz wh: 4o —y+2—12=0.

r=-1 r=—1+4+4t

31. [ : y=—-1+t, t€eR oraz ls: y=—-1-3t, t€R
z=2+4+3t z=2+4t

32. /73

33.a) g;, b) 3.

34. a) A(2,0,1), ¢ =%; b) B(1,1-2), o= ¢.

35. Nie.

36. Nie.

Odpowiedzi do zadan o krzywych stozkowych

La)(z—10°+(y+1)?=8 b) (t-10°+(y—1)>=4 ¢) (t+1)*+(y+1)° =1, (z+5)>+(y+5)* =25
3. (- 124 (y—1)2=18.
x? ~2)*
5. 5 +% =1
6. % + % =1, srodek (P(1,—2), osie 41i 6.
7. o B o — g3,
9. 172" W=D _y o5
10, @20 WEDT g gy (=6, —3), Wa(12,-3), € = Y0,
11. 2.
12. 2V/2.

13. a) 2 =0, F(2,2); b) y=3, F(3,8).



