Analiza Matematyczna I
Lista 5

Zad. 1. Obliczy¢ pochodna funkcji f zadanej wzorem

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

° a) — 3z + 4 e g) (sinz)®s?;

e b) arccos v/1 — x; e b) log, 2

e ¢) In(arctgx) + arctg(In z); ) log. (4 — o)
1) 10 —x°):

e d) zarcsinz + 1 — 22, 8 )

) 2% 4 log, x; j) arcsin(sin z);

)

v k) arcsin(cos z).

o C

o f

. Dlan € N | funkcja f, okreslona jest nastepujaco

fulz) = 2™ arctgi dlaz #01i f,(0) =0

Dla jakich wartosci n funkcja f,, ma pochodna w punkcie x = 07 Cazy
pochodna jest ciggta w tym punkcie? Dla jakich wartosci n funkcja f,
ma pochodne jednostronne w punkcie x = 07

. Dla n € N, funkcja f,, okreslona jest nastepujaco

fo(z) = 2" sin% dlaz#01 f,(0)=0

Dla jakich wartosci n funkcja f,, jest rézniczkowalna, dwukrotnie réz-
niczkowalna? Dla jakich wartosci n funkcja f, jest klasy C*(R), C*(R)?

. Udowodnié¢, ze jesli funkcja f ma ograniczona pochodng na pewnym

przedziale I, to jest na tym przedziale ciggla jednostajnie.

. Zalozmy, 7e istniejg state 0 < M € Ria € R takie, ze V,~, f"(z) >

M. Wykazaé, ze lirf f(z) = +oc.
T—r+00

. Skorzysta¢ z Twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej i udowodnié¢

nier6wnosci
e a) 7= <In(l+2z) <w gdy z > 0;
eb) B <8l pdy0<a<f<2



Zad. 7. Skorzysta¢ z Twierdzenia Cauchy’ego o wartosci sredniej i udowodnié

nierownosc
22
1—E<cos:17 dla x # 0.

Wskazowka: Wzia¢ f(z) =1 — cosz, g(x) = 2.

Zad. 8. Skorzysta¢ z Twierdzenia Cauchy’ego o wartosci $redniej oraz zadania
poprzedniego i udowodni¢ nier6wnosé

3
x—g<sinx dla z > 0.

Zad. 9. Sporzadzi¢ wykres funkcji h, jesli

e a) h(z) = arctg 1 + arctga;

o b) h(x) = } (2arctgz 4 arcsin 2%5).

Zad. 10. Wykazaé, ze réwnania

o a) 2% + 322 + 32 — 1000 = 0;
e b) 32° + 502 + 135z + 100 = 0

posiadaja dokladnie jedno rozwigzanie rzeczywiste.

Zad. 11. Stosujac w obliczeniach regute de L’Hospitala, obliczy¢ granice

2_ .
i arctg i2+i ) ° C) lim xl/(l—a});
[ ) a) wl_% B r—1
o d) lim 2? (arctgz — F + 1);
T—r+00 z
. 1 1 : 1 T

e b) lim -ex; e ¢) lim (— +-%).

) z—0— % ) 1+ (ln:}c l—x)

Zad. 12. Obliczy¢ granice

. Tz +2sinx
hm _—.
z—+oo T + 3sinx

Czy w obliczeniach mozna zastosowac regute de L’Hospitala?

Zad. 13. Znalezé f(™(x), jesli
e a) f(x) = cos(ax);
e b) f(x) = cos?z;

e ¢) f(z) =sin*x + cos*x.

(@]



Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Zatozmy, ze funkcje f i g sa n-krotnie rézniczkowalne na przedziale I.
Udowodni¢ wzor Leibniza dla pochodnej iloczynu tych funkcji, tzn.

(f-9) (@) =3 fPla)g" (@), el
k=0

Sprawdzi¢, ze dla funkcji f(z) = arcsin z prawdziwy jest wzor
(1 — 23 f"(z) = 2f"(z) dlaz € (—1,1).

Stosujac do obu stron tej relacji wzoér Leibniza obliczy¢ f™(0) dla
n > 2.

Wyznaczy¢ wzor Taylora dla funkcji f(z) = ¢?V® z punktem bazowym
ro = 21z reszta Ry, Ry i R3. Czy mozna przeprowadzi¢ podobne
rachunki dla xq = 07

Wyznaczy¢ wzor Taylora dla funkcji

f(z) =In (1 + i)

z punktem bazowym zy = 1 i z n-ta reszta.

Ocenié¢ btad jaki popetlniamy przyjmujac, ze

. ~ 23 o
e a)sinzr ~r— % + 55

dla |z| <0.1;
ob)cosx%1—§+§ dla |z| < 0.5.
Obliczy¢

e a) In1.1 z doktadnoscia do 0.001;
e b) v/0.95 z doktadnoscia do 107

Korzystajac z wzoru Taylora funkcji f(z) = /(x + 1)3, udowodnié¢
nieréwnosci

o a)/(z+1)3>1+32+3% — 2 dlaz>0;

ob) (z+1)P<1+3%2+3% — & 432 dlaz > 0.

Wykazaé, ze jesli f jest funkcja n-krotnie rézniczkowalngna R i £ (z) =
0 w kazdym punkcie z € R, to f jest wielomianem stopnia n — 1.
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Wyznaczy¢ ekstrema lokalne, najwicksza i najmniejsza wartosci funkeji
f na podanym zbiorze

e a) f(z) = (1—|—aj—l—%+%3> e, R;
e b) f(x) =zarcsinz + v1 — 22, [—1,1];
e ¢) f(x) =x'Ilnz, (0,¢].
Zbada¢ wypuklosé (wklestosé) i punkty przegiecia wykresu funkcji

o a) fz) =2+
o b) g(z) = |z|e /2,
Wykazaé, ze punkty przegiecia wykresu funkcji f(xz) = zsinz leza na
krzywej y?(z? + 4) = 42°.

Wyznaczyé wszystkie asymptoty wykresu funkcji:

e a) f(x) =xarctgux;
e b)glzx)=va2+1.

Na galezi hiperboli
1
y=-
x
lezacej w pierwszej ¢wiartce uktadu wspotrzednych wyznaczyé punkt, z

ktorego przedzial [0, 1] lezacy na osi OX widaé¢ pod najwiekszym katem.

Niech f bedzie funkcja wypukly na przedziale I a g funkcja wypukta i
rosnaca na przedziale J i f(I) C J. Wykazaé, ze funkcja ztozona g o f
jest wypukta na I.

Dowiesé, ze jesli f jest funkcjg wypukla na przedziale I, to
f()\ll'l + )\2$2 4+ ...+ )\niﬂn) S )\1f(l’1) -+ )\Qf(.Tg) 4+ ...+ )\nf(l’n)

dla dowolnych xq,25,...,2, € I 1 A1 > 0, Ay > 0, A\, > 0 takich, ze
M+X+...+ A, =1

Skorzystaé¢ z zadania poprzedniego i wypuktosci funkeji f(z) = —Inz
wykazad, ze
n 1 +xo+...+x,
< Yrywg. .z, <
Lyl L=y = n
x1 X9 Tn
dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych 1, xo, ..., 2, (tzn.: sred-

nia harmoniczna < $rednia geometryczna < $rednia arytmetyczna).



